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0.1 Prefazione

Primo: La Biblioteca esiste ab aeterno. Di questa verita, il cui
corollario immediato € 'eternita futura del mondo, nessuna mente
ragionevole pud dubitare. L’'uomo, questo imperfetto bibliotecario,
puo essere opera del caso o di demiurghi malevoli; 'universo, con la
sua elegante dotazione di scaffali, di tomi enigmatici, di infaticabili
scale per il viaggiatore e di latrine per il bibliotecario seduto, non
puod essere che 'opera di un dio. [...]

Secondo: Il numero dei simboli ortografici ¢ di venticinque(!). Que-
sta constatazione permise, or sono tre secoli, di formulare una teoria
generale della Biblioteca e di risolvere soddisfacentemente il proble-
ma che nessuna congettura aveva permesso di decifrare: la natura
informe e caotica di quasi tutti i libri.

J.L. Borges, La Biblioteca di Babele
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Capitolo 1

Logica e Insiemistica

1.1

Logica

1.1.1 Definizioni

Definizione 1 (Proposizione, Enunciato) Si dice proposizione (o enuncia-
to) un’espressione del linguaggio naturale per cui sia possibile attribuire un valo-
re di verita (vero=T=1=T; falso=F=0=1). Una proposizone si dice complessa
se é composta da proposizioni semplici collegate tra loro da connettivi logici.

Definizione 2 (Predicato) Si dice predicato una frase contenente variabili
che diventi una proposizione qualora si specifichi il valore delle variabili stesse.

1.1.2 Connettivi Logici

non — (oppure: —p = p); unario; complementare; —p ha valore vero sse p
ha valore falso;

e A; binario; intersezione; p A ¢ ha valore vero sse p e ¢ hanno entrambi
valore vero;

o V; binario; unione; pV g ha valore vero se almeno uno tra p e ¢ ha valore
vero;

se ... allora, implica, condizione sufficiente affinché q..., condi-
zione necessaria affinché p... =; binario; p = ¢ ha valore vero se p
ha valore falso o se sia p che ¢ hanno valore vero;

se e solo se (sse, iff), coimplica, condizione necessaria e sufficien-
te (cnes) <=; binario; p <= ¢ ha valore vero se p ha lo stesso valore di
verita di q.
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1.1.3 Tabelle di Verita

p q|l-p pAqg pVq p=q p<gq

OO = =
O~ O
== O O
(e an B e R
O R = =
— = O
_ o o

Tabella 1.1: Tavole di Verita

1.1.4 Leggi logiche notevoli

@ Tabella 1.2 a pag.7

1.2 Insiemistica

Definizione 3 (Insieme) A = {z1,22,...,2,} = {z|P(2)}.
Definizione 4 (Intersezione) ANB = {zjx € ANz € B}
Definizione 5 (Unione) AUB = {z|lx € AVz € B}
Definizione 6 (Differenza) A\ B = {z|z € AAN—(z € B)}
Definizione 7 (Differenza simmetrica) AAB=A\BUB\ A

Definizione 8 (Complementare) Detto U ['insieme universo, A =
cA=A={zlz e U\ A} = {z|-(x € A)}

Definizione 9 (Insieme (potenza) delle parti) P(A) =24 = {E|F C
Py — 27

Definizione 10 (Coppie ordinate) (x,y) = (z,y) = {{z}, {z,y}}
Definizione 11 (Prodotto cartesiano) AxB = {(z,y)|z € AAy € B}
Ay X Ay x - - x Ay = {(x1, 29,y xn) | € AV ={1,2,--- ,n}}

Proposizione 1 (Leggi di de Morgan) (FU F)¢ = E°NF°
(ENF)=E°UF°
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A=A

A e A

ANB& BAA
(AAB)ANC < AN(BAC)
AVB& BV A
(AvB)VC < AV (BV(C)
ANAs A

AVAs A

ANB& A

A< AV B

ANBVC)s (AANB)V (AN
V(BAC) & (AvB) (AvV
AN(AV B) &
A\/(A/\B)<:>A
-(AAB) & -AvV-B
-(AV B) & -AAN-B
—AVAS T
ﬁ(A/\ﬁA)@}T

(A= B) < (BV-A)
(A= B) < (-B = -4)
AN-A

A= (B=A)

-A= (A= B)
((AZ}B)/\ﬂB)#ﬂA
(A= -A)=>-A
(FA=A4)= A
(A=B)=A)= A
(A= B)V(B=A)=T
A:>((A:>B):B)

= (B=0)s(B=A=0)
(A= C)A (B:>C))@(A\/B:>C)

(4
(
(A= B)AN (A= B)) =
E = (B=0C))=(
(4

Tabella 1.2: Leggi Logiche Notevoli

)

(A= )

(A:B) (B=0)=A=0)
= (B=0C)) < (ANB)=C)

legge dell’identita

legge della doppia negazione
commutativita di A
associativita di A
commutativita di vV
associativita di VvV
idempotenza di A
idempotenza di V
eliminazione di A
introduzione di V
distributivita

distributivita

legge di assorbimento

legge di assorbimento

legge di de Morgan

legge di de Morgan

legge del terzo escluso
legge di non contraddizione
definizione di implicazione

legge di contrapposizione (contronominale)

Lewis (ex falso quodlibet)

affermazione del conseguente

negazione dell’antecedente

legge di riduzione all’assurdo

riduzione all’assurdo debole
consequentia mirabilis
legge di Peirce

legge di Dummett

modus ponens

scambio antecedenti
distinzione di casi
distinzione di casi
distributivita di =
transitivita di =

importazione/esportazione delle premesse
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Capitolo 2

Algebra Elementare

2.1 Definizione di R

La struttura [R, +, -] & un anello. Si definisce una relazione d’ordine totale
<. I primi 4 assiomi definiscono [R, 4] come gruppo, [R\{0}] come gruppo,
inoltre vale ’assioma di continuita in una delle sue 4 forme.

R ¢ quindi definito assiomaticamente da:

S1

S2

S3

S4

P1

P2

P3

P4

Sp

oS

la somma ¢ associativa;

la somma é commutativa;

esiste I’elemento neutro della somma (zero, 0);
ogni elemento (z) di R ha inverso (opposto, —z);
il prodotto & associativo;

il prodotto é commutativo;

esiste I’elemento neutro del prodotto (uno, 1);

ogni elemento (z) di R\ 0 ha elemento inverso (reciproco, 1 = 1/z =

™ h);

il prodotto é distributivo rispetto alla somma,

z < y=x+z<y+ 2Vz € R;

OP 2z <y=xz<yiVze R,z > 0;
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Dedekind siano A e B due insiemi separati, cioé tali che Ya € A,Vb €
B,a <b;allora dceR:a<b<ec.

Definizione 12 (Retta reale estesa) Si definisce linsieme R = R U
{+o0} detto estensione dell’insieme dei reali.

2.2 Scomposizioni Notevoli

2.2.1 Potenza di un polinomio

(a+b)" = Z ( " )an—kbk

k=0

Casi particolari: (a £ b)? = a® & 2ab + b?;
(a £b)3 = a® £ 3ab + 3ab® £ b?;
(a £ b=+c)? =a%=+2ab+b? £ 2bc + ¢ + 2ca.

2.2.2 Fattorizzazione

Pla)=alr—xz1) - (x —x2) - -+ - (x — xp)
vneN:xn_yn:(x_y).(xnfl+xn.2y+_._+xyn72+yn71)
Vn=2k+1,k€Z:a"+y" = (z+y) (2" 1 —a"2y+. . —ay" 2y )

Casi particolari: a® — b?> = (a — b)(a + b);
a® £ 0% = (a £b)(a® F ab + b?).

2.2.3 Risoluzione di equazioni di secondo grado in una
incognita

P(x) = ax? + bx + c: Tio = =bdvb2—dac V;f_‘mc;
— 7/ 2__
ZhEy i ac aﬁ % con 8= b

T1,2 = )

2.3 Radicali doppi

VAL VE = \/A+\/5427—B 4 \/A_@
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2.4 Disequazioni irrazionali

- Vf(x) 2 g(x)

2.5 Potenze

2.5.1 Definizione
Definizione 13 (Logaritmo) Vy > 0,Vn € N, si definisce la radice n-

esima di y come:
"\/gzyl/"zsup{xGR:x"<y}:inf{:c€R:x">y}

2.5.2 Proprieta

a’ =1

al =a

am+n — am . an
m—n _ a™

a = an

(am)n — gmn

am = em-loga
1 )

an =" \/a
-m _ _1

a = om

2.6 Logaritmi

2.6.1 Definizione

Definizione 14 (Logaritmo) a = log,c < b* =¢

2.6.2 Proprieta

log,1=0

log,a=1

log,(m - n) =log, m + log, n
log, ™ = log, m — log, n

log, m® = o -log, m con o € R

_ log.b
log, b= Tog-a

log, b=

logy, a
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2.7 Modulo o Valore Assoluto

2.7.1 Definizione

Definizione 15 (Modulo, Valore Assoluto) Si definisce modulo p va-
lore assoluto la funzione:

f:R—=R{ =0, +oc0]

f(z) = |z| = mod(x) = max{x, —x} = V2.

2.7.2 Proprieta (Spazi Metrici)

M1 Ve € R,|a| >0
M2 |a|=0<a=0
M3, omogeneita V€ R,Va € R, |A-a| = || -|q]

M4, disuguaglianza triangolare Va,b € R, |a + b| < |a| + |b],
lla| = [b]] < |a — b]

La M4 in generale assume la forma:

n n
Dl <) lail
i=1 i=1

2.8 Altre funzioni

2.8.1 Fattoriale, Semifattoriale

Definizione 16 (Fattoriale) Vn € N,n! = fatt(n) =[[_,i=1-2----
(n—1)n.
E definito ricorsivamente da:

0!=1
n!=n-(n — 1)!

Definizione 17 (Semifattoriale) Vk € N, (2k + 1)!! = HfZO(Qi +1);
1 se k=0

2k) 1=

(2%) { [, sek>0

Side finisceinoltre(-1)!I=1.

2.8.2 Segno

Definizione 18 (Segno) Vx € R\ {0}, signum(x) = sign(z) = sgn(z) =
o _ el _J I sex>0
lz[ 7= 7 -1 sex <0
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2.8.3 Parte intera, parte decimale

Definizione 19 (Parte Intera) x =4 max{k € Z: k <z}

Definizione 20 (Parte Decimale) {z} ©oy

2.8.4 Parte positiva, Parte negativa

Definizione 21 (Parte positiva, ) fT = max{f,0}
Definizione 22 (Parte negativa, f~) f~ = min{f,0}

Osservazione 1 |f| = fT — f~
=1+

max{f,g} = (f —9)" +g
min{f, g} = (f —9)” +g

Osservazione 2 a,beR:a < b,
bt —at <b—q;
b —a <b—-a

2.8.5 Funzione di Dirichlet

1 sexeQ

Definizione 23 (Funzione di Dirichlet) f(z) = { 0 sexcR\Q

2.8.6 Funzioni iperboliche

Definizione 24 (Seno iperbolico) : R — R

ef—e "

sinhz = shy =

Definizione 25 (Coseno iperbolico) cosh: R — [1,+00)

€T —x
coshx = chr = <& —

. — 2
Osservazione 3 sinh”x — cosh”x = 1.

Definizione 26 (Tangente iperbolica) tanh: R — R

— __ sinhz
tanhz = thr = 20

Definizione 27 (Cotangente iperbolica) coth: R\ {0} — R

cothz = cthy = <hz
sinh =

Definizione 28 (Arcoseno iperbolico, Settore Seno iperbolico) ash:
R—R

sett sinhy = ashy = log(y + \/ﬁ)
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Definizione 29 (Arcocoseno iperbolico, Settore Coseno iperbolico)
ach:R—R

sett coshy = achy = log(y + \/y% — 1)

Definizione 30 (Arcotangente iperbolica, Settore Tangente iperbolica)
ath:R — R
sett tanhx = athy = % -Jog 1tz

2.8.7 Funzione Esponenziale, ¢ = exp(z)

Teorema 1 (Esistenza ed Unicita della funzione esponenziale) 4!
la funzione f : R — R che verifichi le proprieta:

1. Vzy,20 € R, f(z1 + 22) = fx1) - f(22);

2. f(1) = e (dove e ¢ il numero di Nepero);

ed ¢ lo funzione esponenziale definita Vo € R da f(x) = e® = exp(z).

2.9 Serie

2.9.1 Serie Aritmetiche

an =a1+ (n—1)d

R _n(a +an)  na + (n—1)d)
Sn—izzlal— 5 5

2.9.2 Serie Geometriche

_ n—1
ap = ay - q

n 1—(]"
SnZZai:al- ¢ con q#1
i=1

n
SeqzlsihaSnzz:ai:n-al
i=1

n . 1— qn7k+1
Sk =Y _ai=q"- - con q 7# 1
i=k
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2.9.3 Disuguaglianze Notevoli
~ Vo€ 5,5 [sina] < |2
- VneN,Va > —1,(14+a)" > 14+a-n (disuguaglianza di Bernoulli)
- VeeRe">ax+1

— Vo> —-1log(x+1) <z

— VYa,b>0,p,g>1:
di Young)

++2=1,a-b< 1 - aP —|— - b? (disuguaglianza

141
P q

2.9.4 Sommatorie Classiche

ZZ— n—|—1

s nn+1)2n+1)
Z 6
Z,L-ZS:( (n2+1))

)=+ =2"
>(7)
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Capitolo 3

(Geometria

3.1 Goniometria

3.1.1 Relazione Fondamentale

sinx +cos2z =1

3.1.2 Tangente e Cotangente: Definizioni

Definizione 32 (Tangente) tanz = 527V # 5 + krm

cos T

Definizione 33 (Cotangente 1) cotx = $E2EVy # ki

sin x

Definizione 34 (Cotangente 2) cotz = -Va # kZ

tanx

3.1.3 Secante e Cosecante: Definizioni

1

cos &

Definizione 35 (Secante) seca =
sec: R\ {& +kr,keZ} =R

1

sin «

Definizione 36 (Cosecante) csca =
csc: R\ {km ke Z} - R

3.1.4 Formule di Addizione

sin(« &+ ) = sinacos B =+ cos asin 8
cos(a =+ ) = cosacos § F sin asin 3
__ tanadtan g
tan(a + ﬁ) ~ 1Ftanatan3

t o cot BF1
cot(a £ 5) = GiBes

17
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3.1.5 Formule di Duplicazione e di Triplicazione

sin(2a) = 2 sm QCos
cos(2a) = cos? a — sin

tan(2a) = 1222‘;3

sin(3a) = 3sina — 4sin® a
cos(3a) = 4cos® a — 3cosa

3tan a—tan® o
tan(3a) 1-3tan?

2a=1-2sin2a=2cos2a — 1

3.1.6 Formule di Bisezione

sin(%) = +,/1=gse

(N 1+4+cos
cos(§) = £/ 52

o) l—cosa _ _sina  __ l—cosa
tan(Z) - :I:\/ 1+cosa = 14cosa ~  sina

3.1.7 Formule Parametriche

s sina =
t Y tan2 — { cosa = 1=t
2 15
tano = 555

3.1.8 Formule di Prostaferesi

; ; — 94ipn P4 P—q
sinp + sing = 2sin > cos 5

i gin g — ptq o P=q
sinp — sing = 2 cos 224 sin 5
cosp + cosq = 2cosp—§qcosp%q

Cosp — cosq = —QSiinﬂsian;q

3.1.9 Formule di Werner

— sina - cos B = 3 (sin(a + B) + sin(a — 3) )
— cosa - sinf = 3 (sin(o + B) — sin(a — 3) )

~ cosa-cos B = 5 (cos(a+ B) + cos(a — 3))

sina-sin 3 = —2 (cos(a + B) — cos(a — B))

3.1.10 Formule di Conversione

@ Tabella 3.1 a pag.19
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/ Sin Cos Tan
i - — 2 tan o
sin «v sin « +v1 — cos? « + Jlttan?
V1 — sin2a 1
cosa | V1 — sin‘a cos im
tan a +-sina 4 Vi-cos?a tan a
V1=sin? cos a
cot o :ti\/m £ cosa L
sin V1—cos? « tan o
sec a +— 1 L +v1+tan? o
V/1—sin2 a cos
1 1 v1+tan? o
csea sin o + v1—cos2 o + tan a
Tabella 3.1: Formule di Conversione
3.1.11 Archi Noti

@ Tabella 3.2 a pag.19

Rad  Deg Sin Cos Tan Cot
0 0° 0 1 0 n.e.
1771'2 150 \/62\/5 \/éjl‘ﬁ 2 _ \/g 2 _|_ \/g
% 29°3(0/ \VA 2;\/5 vV 2;\/5 \/i -1 \/i 41
™ o V3 V3
§ 30 3 % 3 V3
T 45° 2 ¥z 1 1
;o600 | 3 Vi
Sxoo67o30 | MERZ VRV 540 2o

Sroore | 2 3 943 23
3 90° 1 0 n.e. 0

Tabella 3.2: Archi noti

3.1.12 Archi Associati

@ Tabella 3.3 a pag.20

3.2 Trigonometria

3.2.1 Triangolo Qualsiasi

Area: S = %absin’y = %bcsina =

2sinasiny __

_ 1 _2sinf8siny _ 1
S = 2@ sin(a+vy)

sin(B+y) — 2

%ac sin 3

2 sin asin 3

sin(a+03)

1
5C

Teorema 2 (Formula di Erone) S = /p(p—a)(p—b)(p —c)
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Rad Sin Cos Tan Cot
X sin x COs T tanx cotx
T—x sin x —cosr —tanx —cotx
T+ —sinx —coszT tan x cotx
—T —sinx COs T —tanx —cotx
2r —x | —sinx cosx —tanz —cotx
g - COS T sin x cotx tanx
g—&—x COS T —sinx —cotx —tanx
Sr—x | —cosz —sinz cotx tanx
%ﬂ—l—x —CcosT sin x —cotx —tanx

Tabella 3.3: Archi associati

Teorema 3 (Formula di Brahmagupta o di Erone per quadrilateri ciclici)
Dato un quadrilatero ciclico (cioé inscrivibile in una circonferenza) di lati

a,b,c,d e semiperimetrop = W, larea vale S = \/(p — a)(p — b)(p — ¢)(p — d);
per d = 0, in particolare, si ottiene la formula di Erone per il triangolo.

Teorema 4 (delle Corde) : AB = 2rsina

s s . a _ _a _ _a __ __ abc
Teorema 5 (dei Seni) : - = 20— = 01— =2R = ¥

Proiezioni: a = bcos~y + ccos 3;
b= acosvy + ccosq;
c=acos(3+ bcosa.

Teorema 6 (di Carnot o del Coseno) :
a? = b4 % — 2bccosa;
b2 = a® + c? — 2accos 3;
c® = a? 4 b?> — 2abcos .

3.2.2 Triangolo Rettangolo

Se a,b e ¢ sono le misure rispettivamente dell’ipotenusa e dei cateti di un
triangolo rettangolo e v , B e 7y sono le misure degli angoli opposti, sussi-
stono le seguenti relazioni:

b=asinf =acosy
c=asiny =acos
b= ctan 8 = ccot~y
c=btany = bcot 3

3.3 Geometria Analitica

3.3.1 Punto e Retta

r: y = mx + n (forma implicita)
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y = az + by + ¢ (forma esplicita); m=—

Pi(x1,y1)Pa(x2,y2) P3(x3,y3)

rp: (Y —y1) = m(z —21)
S H TP Y1 = MeonstT1 + N

YT 1

T'PLP, - Y2—Yy1  To—T1
— Y2—Y1
Mr = 4=z,

r| s e m, =ms
TLSHmrz—ms

PPy = dist(P1, P2) = \/(z1 — 22)2 + (y1 — ¥2)2
. ari1+byi+c
dist(Py,r) = laz+by1 +e| \/ﬁ |
Punto medio di PPy = (L;“ : Lgyz)
(z1+3632+a:3 . y1+zéz+y3)

3y

Baricentro del triangolo P, P, Ps =
3.3.2 Coniche 1: Circonferenza

v+ +ar+by+c=0

C(xo,Y0) rP=zf+ys—c>0
P y') €y« (PC)=r

v (x—x0)® + (y —yo)? =12
a
a = —2xg xo——g
b:—2y0 — Yo = —3

2

ﬁ
Il
LY
+
IS
|
(e}

— 22 2
c=x5+yy—r

3.3.3 Coniche 2.1: Parabola con asse parallelo all’asse
y

P:y=az’+br+c

(xo,yo) d:y=k

y') € P dist(P, F) = dist(P,d)
yo>k; — a>0 — —
yo</<: — a<0 — ~

F
P(x
{ 2y0 2yo—2k o = -4
F(-
d
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. _2b
a:x=—5;

A =b% — 4dac

3.3.4 Coniche 2.2: Parabola con asse parallelo all’asse
X

Piox=ay’+by+c

F(x0,10); d:y=k

P(z',y') € P < dist(P, F) = dist(P,d)
o>k — a>0 — C

< o<k — a<0 — D

1
1-A
2507% Zo = 4?
0
T k—x Yo _i
c = z%—&-y%—kz k= —1-A
= T2z0-—2k 4a
1-A b
F( 4a ’_%)
o, —1-A
d:y=—p )
A b
F(—45—25)
. _ b
a:y = ~ 34
A =b? — 4ac

z

CQ_{aQ—b2 se a>b — e=%2<1 — Fi(=¢c0), fac,0)
TP —d? se b>a — e=£<1 — F(0,—¢), f2(0,¢c)

ENx = A(—a,0) B(a,0)

ENy= C(0,-b) D(0,b)

P(x',y) € E«— PF, + PF, =2a

3.3.6 Coniche 4.1.1: Iperbole riferita ai suoi assi di
simmetria con fuochi sull’asse x

A=a>+0b, ¢c>0

INnx= Vi(—a,0) Va(a,0)

Fl(—C,O) FQ(C,O); Fi,Fr ex
P(Z,,y,)GIH‘PF17PF2|:2a
ay:y=,w

agzy:—gaz

e=2>1
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3.3.7 Coniche 4.1.2: Iperbole riferita ai suoi assi di
simmetria con fuochi sull’asse y

2 2
I:%—y—:—l
a b2

2=a>+b% c>0

ITNx= V1(0,-b) V2(0,b)
Fl(O,—c) FQ(O,C); Fl,FQEy
P(x’,y’) ISR |PF1 — PFQ‘ = 2a
alzyzgx

aQ:y:—ga:

e=¢>1

3.3.8 Coniche 4.2.1: Iperbole equilatera riferita ai suoi
assi di simmetria con fuochi sull’asse x

T:2—y*=a?

c=av?2 a=2»b

INnz= Vi(—a,0) Va(a,0)
Fi(—aV2,0) Fy(av/2,0); F,Fyca
P(z',y') €T « |PF, — PFy| = 2a

a iy =2a

az 1y =—2x

e=12

3.3.9 Coniche 4.2.2: Iperbole equilatera riferita ai suoi
assi di simmetria con fuochi sull’asse y

I:zQ—yQ:—a2

c=av?2 a=2b

INny= V1(0,—a) V2(0,a)
Fl(O,—a\/ﬁ) FQ(O,G\/?); Fi,Fr ey
P(z',y') €I < |PFy — PFy| =2a
a1:y==x

as 1y = —=x

e=12

3.3.10 Coniche 4.3: Iperbole equilatera riferita ai suoi
asintoti

T:zy=kFk
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{ E>0 — INbrr:y=c= ViV, VE) Va(—Vk, —Vk)
k>0 — Inbygv:y=-z=  Vi(\/I[kl,=VIk[) Va(=v/|k|.\/IK])
leftrightarrow |PFy — PFy| = 2a
ar:xz=0
ag:y =20
e=12
3.3.11 Coniche 4.4: Iperbole equilatera traslata o Fun-
zione omografica
_ar+b
VTt d
c#0
A ‘_’{ d—bc#0
ap iz =—42
az:y =%
e=12
3.3.12 Coniche 5: Conica generica
C:anz®+ a22y2 + al2xy + a137 + a3y +a33 =0
a1l 3as1  3ais
A= | Llaiz ax jao
313 3a23  ass
1
i ( a0 )
5012 22
|A]=0 — Conica Degenere
|A] 20 — Conica Non Degenere
| Al >0 A =0 Al <0
|A] =0 | retta immaginaria rette reali o immaginarie parallele retta reale
|A| #0 ellisse parabola iperbole

Tabella 3.4: Conica Generica
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3.4 Trasformazioni: Affinital

T RxR—-RxR
(z,y) — (=',y")

x=ax+by-+p
y=cx+dy+q

T 1 RxR->RxR
(', y') — (x,y)

=-C c —a
YA v et

d_ =b
-1 _ [Al A
—c a_
[Al A

Definizione 37 (Punto Unito) Punti uniti sono i punti che coincidono con
i trasformati.

S
x=d = =

{ | Al v+ &P AT

A

Definizione 38 (Retta Unita) Rette unite sono le rette che coincidono con
le trasformate.

3.4.1 Prodotto di Affinita

1l prodotto di due affinitd 7 e 7’ & una affinita (indicata con 7 * 7”, dove si
applica per prima 7’ e successivamente 7) la cui matrice & pari al prodotto
delle matrici delle affinita di partenza.

3.4.2 Casi Particolari di Affinita
Leffetto geometrico di un’affinita coincide con la composizione di
e inclinazioni;

e simmetrie;

dilatazioni/compressioni;

e traslazioni.

Iprof.ssa Letizia Lorenzini



26 CAPITOLO 3. GEOMETRIA

Isometria

Definizione 39 (Isometria) L’isometria é un’affinita che conserva le distan-

ze.
Traslazione
{ r'=x+p
y'=y+q
1 0
(o 1)
Al =1
Rotazione

x'=mcosf —ysin® z—z’cosd + y' sin b
y'=asinf +ycos® y—-zsinf + g’ cosb

cosf) —sinf
A= ( sinf  cosf )
|A| = cos? 6 +sin® 6 = 1

A1—< cos sin9>

—sinf cosf

|A=!| = cos? 0 +sin? 0 = 1

{ x’=az-by =1

y’'=bx+ay
Rototraslazione
z’=xcos ) — ysinf T’=z+p
pid A

y’=zsin6 + y cos 0 y'=y+q

x’=zcosf — ysinfh + p

TP y’=asinf + y cosf + g

Simmetria Centrale
X'=2xg — x
Y'=2y0—y
con (xg,y0) centro di simmetria.

Simmetria Assiale

Simmetria Assiale con asse parallelo all’asse x
‘ 1 0

x'—x 4]
0 -1

y'=2y0—y

Asse:y:y0—>{ = ’:_1
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Simmetria Assiale con asse parallelo all’asse y

S X' =2xg— -1 0] _
Asse.x—xoﬁ{y,y A|—‘ 0 117 1
Simmetria Assiale con asse qualsiasi
Asse:

) (1—m2)z+2my—2mq
_ = T1m?2
y=mx+q— ;o Qm,m+(777,j:n1)zb+2q
- 1+m?2
1—m? 2m
_| Tm?  TEm? | _
|A| - ;777? njgfl =-1

14+m? 14+m?
Omotetia
x’=ax-+h a 0

A = = 2

y'=ay+k 4] 0 a' @ >0
Similitudine
Isometria * Omotetia — Similitudine
Similitudine Diretta
x'=ax-by+p e =b | 5
y’=bx-+ay-+q Al = b oa | ¢ +5°>0
Similitudine Inversa
x'=ax+by+p I 2
y’=bx-ay+q Al = b —a | ¢ b <0

Dilatazione e Compressione

|k| > 1 — dilatazione
|k] <1 — compressione

Dilatazione/Compressione lungo 1’asse x
x’'=kx

Y=y

Dilatazione/Compressione lungo 1’asse y

x'=x
y'=ky

27
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Inclinazione

Inclinazione lungo I'asse x

x’=x+Kky
y'=y

Inclinazione lungo P’asse y

x'=x
y'=y+kx

3.4.3 Proprieta Invarianti delle Affinita

Un’affinita trasforma rette in rette;

se due rette si intersecano in un punto P allora le rette trasformate si
intersecano in 7 (P);

un’affinita trasfrorma triangoli in triangoli;
un’affinita trasforma rette parallele in rette parallele;
i punti del segmento PQ vengono trasformati in punti del segmento 7 (P)7 (Q);

il punto medio del segmento P(Q viene trasformato nel punto medio del
segmento 7 (P)7 (Q);

un triangolo di area S viene trasformato in un triangolo di area S-|det(A)|;

un’affinita trasforma coniche in coniche: ellissi in ellissi, parabole in para-
bole, iperboli in iperboli, circonferenze in ellissi;

la retta tangente ad una conica si trasforma in un’altra retta tangente alla
conica trasformata.



Capitolo 4

Analisi

4.1 Topologia: Intervalli

Definizione 40 (Maggiorante |Minorante|) M| m| si dice maggiorante || minorantel|
dell’insieme A se Va € A, M||m||; si definisce quindi insieme M4 ={M € R :
Va e A, M > a}[ma={meR:Yaec A,m <a}|

Definizione 41 (Estremo superiore (sup) || Inferiore (inf)|) Si definisce
estremo superiore (sup))|| inferiore (inf) || di A il pia piccolo ||grande|| dei mag-
gioranti || minoranti||, ovvero valgono:

Va € A, supA

Ve>0,3a € A: supA—c <a<supA
e, analogamente:

Va € AyjinfA <a
{ Ve>0,dac A:infA<a<infA+e
Per definizione, se A ¢ illimitato superiormente |/inferioremente|| allora si pone
supA = +oo|linfA = —o0||

Definizione 42 (Insieme limitato/illimitato) L’insieme A si dice limitato
superiormente |/inferiormente|| se esiste l’estremo superiore ||inferiore||; si dice
limitato se é limitato sia superiormente che inferiormente; si dice illimitato
superiormente ||inferiore|| se non & limitato superiormente ||inferiore||, ossia se
VeeR,Ja€ A:a>z||Ve e R,3a € A:a < zx|; si dice illimitato se & illimitato
sia superiormente che inferiormente.

Osservazione 4 Sia A C R. Allora A é limitato sse AM > 0:Vx € Alz| < M.

Definizione 43 (Massimo (max) ||minimo (min)||) Si definisce massimo
(max) ||minimo (min)|| estremo superiore ||inferiore| qualora appartenga al-
Vinsieme A. Valgono quindi:

Va € A,maxA > a
{ marA € A
e, analogamente:

Va € A,minA <a

minA € A

Definizione 44 (Intervallo) A C R si dice intervallo se, dati z,y : v < y,
alloraVz:x < z<y,z € A.

29
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Teorema 7 (Intervalli) Se A ¢é un intervallo, & necessariamente di uno dei
sequenti quattro tipi:

aperto (a,b) =la,b[={r €R:a <z <b}, cona,bcR;

aperto a sx, chiuso a dx (a,b] =Ja,b] ={r € R:a <z <b}, cona€R,be
R;
chiuso a sx, aperto a dx [a,b) = [a,b[={r € R:a <z <b}, cona€R,b€E
R.

?

chiuso, compatto [a,b] ={zx €R:a <z <b}, cona,beR.

Notazione 1 (-4, A- A, A+ B) Dato A insieme, si definisce —A ={—y e R:
y e A}

Dato A insieme, A\ € R, si definisce \- A={\-z:xz € A}.

Dati A e B insiemi, si definisce A+ B={x eR:x=a+b,a€ Abe B}.

Osservazione 5 (Operazioni su inf e sup) sup(A+DB) = supA+supB,inf(A+
B)=infA+infB

sup(—A) = —infA,inf(—A) = —supA

A>0:sup(A-A) = A-supA,inf(A-A)=A-infA
A<O0:sup(A-A)=—-A-infA,inf(A-A) = —X- supA

Teorema 8 (Principio di Archimede) Va > 0,Yb € R,3n € N:na > b

Teorema 9 (Principio del minimo intero) Sie A C N non vuoto; allora A
ammette minimo (& Principio di Induzione).

Teorema 10 (Deunsita di Q) Q ¢ denso in R, ovvero:
Va,b € R,a < b, (a,b)g # 0, dove con (a,b)g si indica insieme {x € Q : a <
x < b}.

Definizione 45 (Intorno, Palla) Sia xo € A; fissato § > 0 si dice intorno di
xo Vintervallo (xo — 0,20 + 9), la cui ampiezza vale 2 - 6.

Definizione 46 (Punto interno) Sia A C R e 9 € A; z¢ si dice punto
interno di A se 30 > 0: (g — d, o+ 9) C A, ovvero se (xg — 0, z9+0)NAF0.

Notazione 2 (A, intA) Sipone =intA C A Uinsieme dei punti interni di A.

Definizione 47 (Punto di frontiera) Sia A C R e 29 € R; x¢ si dice punto
di frontiera di A se V8§ > 0, (xg — 6,20 + ) N A £ DA (xg — 8,29 + &) N A° #£ (.

Definizione 48 (Punto di accumulazione) Sia A C R e zy € R; xg si dice
punto di accumulazione di A se V§ > 0, (xg — §,z0 + ) N A\ {z} # 0, ovvero se
Vr>0,FycA:y#£x:ye(x—rz+r).

Notazione 3 (0A, frontiera di A) Si pone oA Uinsieme dei punti di frontie-
ra di A, e si dice frontiera di A.
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Definizione 49 (Punto isolato) Sia A C R ez € R; x¢ si dice punto isolato
di A se xop non & punto di accumulazione per A, ossia se 3 > 0: (g — §, 29 +

S NA\{xz}=0.

Notazione 4 (4, chiusura di A) Si pone A = AU A Uinsieme dei punti
interni o di frontiera di A, e si dice chiusura di A.

Definizione 50 (Insieme aperto) L’insieme A si dice aperto se A =, ovve-
ro se ogni elemento di A ¢é interno, ovvero se Vxg € A, A é intorno di xq, cioé
Voo € A,3r >0: (x—r,z+71) C A

Definizione 51 (Insieme chiuso) L’insieme A si dice chiuso se A° ¢ aperto,
ovvero se A = A.

Teorema 11 VA C R, [’insieme A ¢ chiuso.

Osservazione 6 Gli unici insiemi contemporaneamente aperti e chiusi sono R

e 0.

Teorema 12 L’unione di insiemi aperti é aperto.

4.2 Relazioni e Funzioni

4.2.1 Relazioni

Definizione 52 (Relazione) Dati A, B insiemi, si definisce R C A x B e si
dice che R ¢ una relazione da A (dominio) ¢ B (codominio o immagine di A ).
Se (x,y) € R si dice che x & in relazione con y e si scrive TRy.

Una relazione R puod essere:

R1, riflessiva Vx € A, 2Rzx;

R2, simmetrica Vz € A,Vy € B, 2Ry & yRz;

R2*, antisimmetrica Vo € A,Vy € B, (zRy) A (yRz) = = = y;

R3, riflessiva Vo € A,Vy € (AU B),Vz € B, (2Ry) A (yRz) = (zRz);

Una relazione R soddisfacente le R1, R2 e R3 si dice d’equivalenza.
Una relazione R soddisfacente le R1, R2* e R3 si dice d’ordine. Se inoltre vale la:

R4, ordine totale Vx € A,Vy € B, (zRy) V (yRx) = T
allora la relazione si dice di ordine totale. Se non é verificata la R1 si parla di

relazione di ordine stretto.

Osservazione 7 (Relazione d’ordine totale <) Si puo definire su R la re-
lazione d’ordine totale < definendo un insieme P (dei numeri positivi o nulli)
verificante le proprieta:
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1. (xeP)V(—z€eP)=T;
2. (z,ye P)= (z+vy,z-y € P);

e definendo quindi x >y < x —y € P.
Da questa relazione si ricavano le altre relazioni d’ordine < (x <y <y >z), >
(strettamente maggiore, © >y < (x > y) A (x £ y)) e < (strettamente nimore,

r<ys(y>a)A(x#y)).

4.2.2 Funzioni

Definizione 53 (Funzione 1) Data f relazione da A a B, f si dice funzione
o applicazione da A in B sseVa € A,3b € B : afb e si scrive:

f:A— B;

fia€e A—be B, f(a)=b.

Se afb si dice che b ¢ immagine di a secondo f e si scrive b= f(a), 0 che a ¢
controimmagine di b secondo f e si scrive a = f~1(b).

Definizione 54 (Funzione 2) Una funzione é una terna di oggetti: 'insieme
A detto dominio, [insieme B detto codominio e una legge f che associ ad ogni
elemento di A uno ed un solo elemento di B.

Definizione 55 (Iniettivita) Una funzione f si dice iniettiva sse Vb € B,3a €
A : f(a) = b, ovvero se Yar,a2 € A, f(a1) = fla2) = a1 = a2, ovvero se
Vai,az € A:ar # az = f(a1) # f(a2).

Definizione 56 (Suriettivita, Surgettivita) Una funzione f si dice suriet-
tiva o surgettiva sse Vb € B,3a € A: f(a) =b.

Definizione 57 (Biiniettivita, Bigettivita, Biunivocita) Una funzione f
si dice biiettiva o bigettiva o biunivoca sse f ¢ sia iniettiva che suriettiva,
owvero sse Vb € B,3la € A : f(a) = b. Si parla anche di funzione invertibile,
in quanto si puo definire f~! tale che fo f~' =1Idg,f ' o f = Ida, dove con
Ids e Idp si intendono le funzioni identiche definite rispettivemente su A e B,
ovvero Idy : A — A,x —x eldg: B— B,z —x .

Definizione 58 (Monotonia) Una funzione f : A — B si dice monotona se
verifica una delle sequenti (e allora in particolare & come descritto):

monotdna crescente in senso stretto Vz,y € A,z <y & f(z) < f(y);

monotona crescente in senso debole o largo Vo,y € A,z < y & f(z) <

F); N

monotona decrescente in senso stretto Vo,y € A,z <y < f(x) > f(y);

monotona decrescente in senso debole o largo Vr,y € A,z <y < f(x) >

f(y). -
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Teorema 13 Sia f : I — R, con I intervallo; allora f & iniettiva (e invertibile)
sse & monotona tn senso stretto.

Notazione 5 (f+ g, f- g, 5, A fy, fog) Date f e g due funzioni definite su
dominio A C R e codominio R, si definiscono:

o (f+9)(z): A—=Rx— f(z) +g(x);

o (f-9)(x): A=Rx — f(z)-g(z);

° (%)(ﬂf)t{meA:g(x)7é0}:>R7x_> fz) .

g(z)’

e VAER (N)(z): A—-Rz— A f(x).
Date f: A— B, g: B— C, si definisce:

e (9o f)(x): A= Cox—g(f(z)),

e st dice che la funzione go f € la composizione delle funzioni g e f.

Definizione 59 (Funzione Lipschitziana) f : [ — R : 3L > 0 : Vz,y €
L |f(x) — fly)| < L-|x—vyl, feé detta Lipschitziana. Il minimo L che verifica
la definizione ¢ detta costante di Lpschitz e f si dice L-Lipschitziana.

Definizione 60 (Funzione Hélderiana) f : I — R : 3L > 0 : Vz,y €
L|f(z) — fly)] < L-|z—yl* feé detta Holderiana di esponente o > 0. Si
serive: f € CY(I).

4.3 Limiti e Forme Indeterminate

4.3.1 Definizione
Definizione 61 (Limite 1)

EIIE('TO)
lim f(z) = 0% Ve >0,30. > 0 t.e. Va, |z — 20| < 0. = |f(z) — €| <e
T—x(
Definizione 62 (Limite 2)
HI]W(CC())
lim f(z) =00 “am > 0,30p >0 tec. Vo, |z — x| < 0y = |f(x) > M
T—x0
Definizione 63 (Limite 3)
3Z.(o0)

lim f(z) =0 ve>0,3N. >0 te. Vo, [o] > N. = |f(x) — | < e

T— 00
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Definizione 64 (Limite 4)
31-]\4(00)

lim f(z) =00 VM >0,3Ny >0 t.c. Vo, |z > Ny = | f(2)] > M

Tr— 00

Notazione 6 (Limite destro, Limite sinistro) e quanto sopra vale solo per
Uintervallo (zo,xo + 0)|[(xo — 9, z0)||, allora si parla di limite destro ||sinistrol|.

Teorema 14 Chnes affinché esiste il limite di una funzione in un punto, é che
eststano in quel punto limite destro e sinistro e coincidano, ovvero:

lim f(z) = lim+ fl@)= lim f(x)

T—To T T—zy

4.3.2 Forme Indeterminate

- 8‘80\0

100

4.3.3 Limiti Notevoli

sinx

x—0 X

r— 400

+00 se p>qAg >0

lim P(n) _ )] —o se p>qgANg<0
7 Q(n) ¢ se p=gq
0 se p<q

dove P(n) = apnP +a,_1nP 1 +---+ain+ag e Q(n) =bynd+by_1ni 1+ +
bin + by

4.3.4 Altri Limiti ricavabili dai Limiti Fondamentali

li = —
:CIE%J 2 2
tanx
lim =1




4.3. LIMITI E FORME INDETERMINATE 35

. T+sinz

Iim ——— =2
x—0 X

. xT—sinz

lim =0
x—0 1’2

lim = -
x—0 $3 6

. arcsinz

lim =1
x—0 X

. arctanzx

Iim — =1
x—0 x

1
lim(l+z)*—=e
x—0 x

lim log(1 + x)
x—0 x€X

=1

lim log,(1+ z) 1

7—0 x ~ loga
log(1
i 8 taz)
x—0 €T
T _1
lime =1
x—0 €T
lir%a =loga
1 @1
lio( +2) =a,a€R
Tr— xT

X

e
lim — =4oc0sea>1cona,feR
:v~>+<>o.]j5
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1im+x°‘10ga:=Oseoz>Ocono¢€]R
x—0

lim (1+ E)z =e"conneR
r—+00 X
. log x
lim =0sea>0conaeR

r—+oo %

x{L’
lim —a:+ooconoz€R

. n!

lim — =+o00,VpeR
r—+oo NP

. o +
wgr_{loo P +00,Va € Rj

. n!
lim

T—=+oo nt.e M. \/Q. 7.1

= 1 Formula di Stirling

I
lim (2n)

- = 1 Formula di Wallis
z—doo 2n— DI -v/2-7-m

4.3.5 Operazioni su oo

+00 + 00 = +00
—00 =00 = =0
o0 -0 = 00

SiafeR
{4+ 00 =+00
f—o00=—00

=0con{l#0
+ool =400 se £ >0
4ol =0se <0
T =0se0</l<1
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{t® =+4oosel >1
I~ =4c0sel<l<1
= =0sel>1

4.3.6 Teoremi sui Limiti

Siano: f: A= (a,b) C R — R,z punto di accumulazione per A,¢ = lim, .., f(z); ¢
limy g f(2); €1 = limg .z, g(2); be = lim, ., h(z) tali che £,¢, 41,05 € R.

Teorema 15 (dell’Unicita del Limite) ¢ = ¢, ovvero 3¢ — L.

Teorema 16 (della Permanenza del Segno) Sia A = (a,b),x € [a,b]. Se 3¢ #
0 allora esiste Z(xp)
in cui f(x) ha lo stesso segno di £ (escluso al pit xo).

Teorema 17 (30 > 0 : Vo € (xg — 6,20 + 9) \ {0}, f(2) = g(x)) = (3 <
A NE= fl)

Teorema 18 (del Confronto o dei Carabinieri) Vz € (a,b) \ {zo}, f(x) <
g(x) S h(z)ANL=Ly — l1 =L =Ls.

Teorema 19 (del Confronto) Vz € (a,b) \ {zo}, f(z) < g(z) Al = +ool|f; =
~ool| — b1 = +00][£ = o]

Teorema 20 (Limite della Composizione di Funzioni) Sia definita gof.Se
Alim, ., g(y) = {1 e vale una delle seguenti:

1. 36 >0:Vz e (xg— 0,20 + )\ {wo}, f(x) #¢;

2. g(0) =ty (continuita di g);
allora Ilimy_,,, go f(x) = 4;.

4.3.7 Teoremi di de ’Hopital

Teorema 21 (di de ’Hépital 1) Sia f,g: (a,b) — R,z € [a,b]. Siano vali-
de le ipotesi:

1. f,g derivabili in (a,b);
2. Vzx € (a,b) \ {zo}, ¢ (z) # 0;

3. f(wo) = g(xo) = 0;

: fi(z) _ ”
4. Alimg_ 4, i) = {eR.

Allora:

3 lim M:E

% gla)

Eventualmente, si considera 'unico limite calcolabile.
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Teorema 22 (di de I'Hépital 2) Sia f,g: (a,b) — R,a,b € R. Siano valide
le ipotesi:

1. f,qg derivabili in (a,b);

2. Vz € (a,b),q' (z) #0;

3. Ilim,_ o+ f(x) = £oo; Flim,_, .+ g(x) = Loo;
4. Alim,_, ,+ % =/ cR.

Allora:

3 lim sz

z—at g(x)
Lo stesso risultato vale per x — b~ .

4.3.8 Proprieta sui Limiti

Siano ¢ = limz — zof(z); (1 = limz — zog(x); ¢z = limz — xoh(z) tali che
001,45 € R.

Siano: a, \, i, € Rya € R \ {1};b€ R{;neN

Sia: x9p =€ R oppure x¢g = too. Allora:

o lim, . [f(x) +g(x)] =L+ 6
o lim, . [Af(z)+pn-gl@)=X-04+p-b
o limy . [f(x)]" =¢" con £ >0

o lim, ., f(lm) % SL£0

o lim, ., f(lz) =0« lim,_g, f(z) =0

o lim, .., Jg”g;) =tet#£0

N

o limyq, [f(z)| = |(]
e lim, ., log, f(x) =log, ¢
o lim, ., bf(z) =0°

o lim, ., [f(2)]9®) = ¢ con £ >0
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4.3.9 Limiti di Funzioni Monotone

Teorema 23 Sia f : (a,b) — R,a,b € R,a < b, una funzione monotona cre-
scente || decrescente||, so € (a,b); allora:

3 lim f(z) = sup{f(y) : y < xo}l| = inf{f(y) : y < wo}l| = supf((a,z0))|| = supf((a,z0))|l

T—To

e’

3 lim f(z) =inf{f(y) : y > o}l = sup{f(y) : y > wo}l| = inf [ (w0, 0))|| = inf f((xo, )]

T—T

Se xg € o(a,b), allora il teorema & vero per P'unico limite che si puo calcolare.

4.3.10 Infinitesimi

Definizione 65 (Infinitesimo) Sia x¢ € R, siano f,g due funzioni definite in
un intorno di xo escluso al pit xg tali che f(x) =lim, ., g(x) = 0. Si dice che
f € infinitesima di ordine superiore a g per x — x¢ o che f é un o piccolo di g
per x — xo e si scrive f = o(g,x0) o semplicemente f = o(g) se:

f(x)

im =0
a—ao g(x)

Notazione 7 (Funzioni Infinitesime) Funzioni che hanno limite uguale a 0
per © — xo si dicono infinitesime e si indicano con o(1,xg).

Definizione 66 (Infinitesimi di ordine «) Sia lim, ., f(z) = 0; se Ja >
0: limg_g, (z{(;))a = ¢ € R\ {0}, si dice che f & un infinitesimo di ordine «
per x — g e che la sua parte principale ¢ (z — xo)%. Analogamente per limite
st e per limite dx.

Osservazione 8 (Proprieta o piccoli) Se fi1 = o(g,z0), f2 = o(g, ), allo-
ra:

1 fl +f2 = 0(9756);
2 Vk e R7 kf = O(kgwa) = 0(9,1‘0)-

Se f1 = o(g1,%0), fo = 0(g2, x0), allora:

3 fitgr _ 51
fotg2 g2
uguali.

in un intorno di xg, cioé esiste un limite sse esiste ['altro, e sono

4 Yz, > 0,2F = o(z!, z0) = o(z! T, 1,);
5 fi-fa=o0(g91-92,70);

inoltre, se f = o(g,x0),g9 = 00(h,xo), allora:
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6 f=o(h,xg);

Teorema 24 Sia o € R, f continua in xo e invertibile in un intorno di xg
tale che f(x) = f(xo) + a- (x — mo) + o(x — o, x0),a # 0. Allora f~(y) =
2o+ 2+ (y—yo) + oy — yo, o) dove yo = f(wo)-

Definizione 67 Siano f,g definite in un intorno di xo € R : f,g # 0 in tale
intorno ad eccezione al pit di xo. Si dice che f & asintotica a g per x — xq se
Flim, 4, % =(¢e R\ {0} e st indica con f ~ g.

Osservazione 9 (Proprieta funzioni asintotiche) 1 f~g~ f

2 frghg~h=f~h
Osservazione 10 f ~ g = (3lim,_.,, f(z) & Ilim,_.,, g(x)).

4.4 Funzioni Continue

4.4.1 Definizione

Definizione 68 (Funzione Continua) y = f(x) si dice continua in x¢ se limx — zof(x) =
f(l'()) 0,
il che ¢ lo stesso, se Ve > 036 > 0 t.c. Vo, |z —xo| < = |f(x) — f(zo)| < e

Teorema 25 Siano f,g continue in xg, A € R. Allora f+g,f - g,\- f sono
continue 1n xg.

Se ¢ definita g o f, anch’essa é continua in xg.

Se & definita f~1, anch’essa é continua in zo.

Teorema 26 Sia f: 1 — R, allora se f(xo) > 0,36 > 0:Vz € (zg — d, 20 + 0)
in cui f(x)>0.

Teorema 27 (di Weierstrass) Ogni funzione continua in un intervallo chiu-
so [a,b] con a,b € R ¢ dotata di massimo e minimo assoluti nell’intervallo,
ovvero:

inf sup

f(la, b)) = [z € [a,b] f(2), = € [a,0] f(2)]

e in particolare 3y, ca € [a,b] :

inf sup

fler) =z € [a,b] f(x), f(c2) =z € [a,b] f(x)

Teorema 28 (dei Valori Intermedi) Una funzione continua in un interval-
lo I assume nell’intervallo tutti i valori compresi tra il minimo m e il mas-
simo M, ovvero, dati z,y : f(z) < f(y),A € R: f(x) < A < f(y), allora
VA, 3zel: f(z) = A
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Teorema 29 (dell’Esistenza degli Zeri o di Bolzano) Se una funzione con-
tinua su un intervallo assume valori di segno opposto in due punti x — 1 e o
dell’intervallo, allora esiste almeno un punto interno all’intervallo )x1,xo[ in
cui f(xz) = 0, ovvero, data f : [a,b) — R, continua in [a,b], a,b € Ra < b :
fla)- f(b) <0, allora 3c € (a,b) : f(c) =0.

4.5 Derivate

4.5.1 Definizione

Definizione 69 (Rapporto Incrementale) Sia I intervallo con xo punto in-
terno di I; si dice rapporto incrementale in xg la funzione:

definita in I\ {0}.

Definizione 70 (Derivata) f ¢é derivabile in xo se Ilimx — zoR,, f(x) € R
e si denota con:

J'(@) = Dlf(@) = o = f(a) = lim "m0 = lim Ry, f(a).

Analogamente si definiscono le derivate destra e sinistra. Se possono calcolarsi
derivata destra e sinistra, allora esiste la derivata e coincide con derivata dx e
ST

Teorema 30 Se f : I — R ¢ derivabile in xq, allora f é continua in xg, ma
non viceversa.

Notazione 8 (Differenziabilita) %0]“)330) +o(1, zo)
f(@) = f(@o) = f'(xo) - (x — w0) + (x — w0) - 0(1, 20)

f(@) = f(xo) + f'(z0) - (x — 20) + o(z — w0, 0)

Definizione 71 (Differenziabilitd) Sia f; — R,xz¢ punto interno di I; [ si
dice differenziabile in xg se Ve € I,AL > 0: f(x) = f(z=)+ L (x —x¢) + oz —
Zo, IO) .

Definizione 72 (Derivata Seconda, k-esima) f”(z¢) = dd—; = f(z) = L f'(x).
k

f® (o) = L = A fh=1),

Notazione 9 (Classe C*) f € C* k € N,k > 1 sta ad indicare che f ¢& deri-

vabile k wvolte in I con derivate continue in I (in particolare, & continua ),

In particolare, C°(I) = C(I) denota lo spazio vettoriale delle funzioni continue

in I; CT°°(I) denota insieme delle funzioni che ammettono derivate di ogni

ordine in I e tali che Vk, dd%f e C(I).
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Osservazione 11 [ polinomi appartengono a C+oo(R) con la proprieta %P =
0 se k > degP.
e” € C+oo(R).

Teorema 31 La funzione f: I — R ¢ differenziabile in x¢ punto interno di 1
sse & derivabile in xo e in tal caso L = f'(x).

Teorema 32 Siano f,g:1
rightarrowmathbbR, xo punto interno di I, f = g in un intorno di xo; allora f
¢ derivabile in xo sse lo ¢ g e in tal caso f'(x0) = ¢'(z0)-

4.5.2 Proprieta locali di una funzione

Osservazione 12 (Derivata primna e monotonia) Sie f : I — R derivabile
in To e debolmente crescente ||decrescentel|| in un intorno di xo. Allora f'(xo) >
o < of.

Definizione 73 (Punto di Massimo |[Minimo| relativo debole (locale))
Sia f: I — R derivabile in xg € I; xo $i dice punto di massimo ||minimo|| rela-
tivo debole (locale) di f se Vo € IN(xg — d, 29 +0),30 > 0: f(x) < f(xo)]| >
f(@o)|l-

Definizione 74 (Punto di Massimo || Minimol| relativo forte (stretto))
Sia f: I — R derivabile in xg € I; xo si dice punto di massimo ||minimol| re-
lativo forte (stretto) di f se Va € IN(xg — 3,20+ 6),30 > 0: f(z) < f(zo)| >
f@o)ll-

Definizione 75 (Punto di Massimo |[Minimo|| assoluto) z¢ di dice pun-
to di massimo ||minimo|| assoluto di f se Va € I, f(x) < || > ||f(xo)-

Definizione 76 (Punto stazionario) Sezg ¢ tale che f'(x,) allora zo ¢ detto
punto stazionario di f.

Teorema 33 (Fermat) Sia f : I — R derivabile in xo, sia vo € I estremo
relativo, allora f'(xy) = 0.

Teorema 34 (Conseguenza 1 Teorema di Lagrange) Sia f : I — R con-
tinua in I e derivabile nei punti interni di I, con derivata prima positiva (stret-
tamente positiva, negativa, strett. negativa) in tali punti. Allora f é crescente
(decrescente, str. crescente, str. decrescente) in tale intervallo.

Teorema 35 (Conseguenza 2 Teorema di Lagrange) Sia f: I — R con-
tinua in I e derivabile nei punti interni di I, con derivata prima nulla in tali
punti. Allora f é costante in tale intervallo.

Criterio 1 (Massimi, minimi relativi) Se 36 > 0: f'(z) < 0(>) in (xo —
d,x0) e f'(x) > 0(<0) in (xg,x0+0) allora xy & un punto di minimo (massimo)
relativo di f. Se le disuguaglianze valgono con i segni forti, allora x¢ é punto
di minimo (massimo) relativo stretto.

Teorema 36 Sia f: 1 — R € C? f'(x9) =0, f""(x0) > 0(<), ¢ punto interno
di 1. Allora x¢ é punto di minimo (massimo) relativo forte di f, e viceversa

condizione necessaria affinché xo sia punto di minimo (massimo) relativo forte
¢ che f"(x0) > (X)0.
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4.5.3 Convessita

Definizione 77 (Funzione Convessa) f:I — R si dice convessa se:
Vag,x1 €1:x9 < x1,Vt E [O, 1],f(t'$0+(1—t)'$1) < t'f($0)+(1—t)'f($1),

Definizione 78 (Funzione Concava) f si dice concava se —f é convessa.

Teorema 37 Sia f convessa in I; allora:
Vo > xo, f(z) > f(x0) + f4(20) - (v — 20);
Vo < zo, f(z) = f(zo) + fL(20) - (x — o).

Definizione 79 (Punto di flesso) f: (a,b) — R, z: 0 punto interno di I : f
convessa (concava): in (a,xg) e concava (convessa) in (xo,b). xo si dice punto
di flesso per f. xo si dice flesso ascendente (discendente) se f ¢ localmente
crescente (decrescente) in un intorno di xg.

Definizione 80 (Asintoto obliquo) f : (a,+00) — R ha asintoto obliquo a
+00 se limy, 00 = 00 e

lim @zaeﬂ@\{o}

r—+00

lim f(z)—a-z=>beR

r——+0o0

In questo caso 'asintoto obliquo ¢ y:a-x +b.

Osservazione 13 f, g convesse in I = f+ g convessa in I.

4.5.4 Teoremi

Teorema 38 (di Rolle) Sia f : [a,b] — R continua in [a,b] e derivabile su
(a,b) e sia f(a) = f(b); allora Jxg € (a,b) t.c. f'(xo)=0.

Teorema 39 (di Lagrange o del Valor Medio) Sia f : [a,b] — R continua
in [a,b] e derivabile in (a,b); allora 3xo €la,b| t.c. W = f'(x0).

Teorema 40 (di Cauchy) Siano f(z) e g(x) due funzioni continue su [a,D]

e derivabili su |a,b| e sia g'(x) # OVx € [a,b]; allora ¢ €]a,b] t.c. % =
£’ (xo)

g'(xo)

4.5.5 Teoremi Funzioni Convesse

Teorema 41 (1) Sia f : I — R convessa; siano xg,x1 € I : 29 < x1. Allora

Vo € [zo,x1], f(x) < fxo) + W - (z — o) def Teoz, (T);
Vo ¢ [130,«’151], f('r) Z Tzomy (I)
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Teorema 42 (2) Siano f: I — R convessa in I, r una retta; Se Ixg < 1 <
xo € 1: f(xj) =7r(x;),j =0,1,2 allora Vz € [zo, z2], f(x) = r(x).

Teorema 43 (3) Sia f: I — R, sia xg € I. Sia:
Ryof : I\ {z0} — R,
Ry, f(z) = f(@)—f(2o)
L0 T—x ’
allora f ¢é convessa in I sse R, f é crescente in I\ {xo}. Eventualmente, si
considera 'unico rapporto incrementale calcolabile.

Teorema 44 Sia f convessa in I; allora é continua in tutti i punti interni di
I in quanto Ilim R, f(z).

Teorema 45 (Convessita-derivabilita) Sia f : (a,b) — R derivabile in (a,b);

f & convessa (concava) in (a,b) sse f' & crescente (decrescente) in (a,b), &
strettamente convessa (concava) se f' & str. crescente (decrescente).

4.5.6 Derivate Fondamentali

!
f(x) f'(z)
k 0
xn nxn—l
sinx CcOs T
cosST —sinz
tanx 1+ tan?
tanx 12
CcOos“ T 2
cotx —1 —cot*x
cotx — = 12 -
sin“< x
e.’l? e.’l?
a”® a®loga
1
log x o
0gq€e
log,, = 'f“
arcsin x -

1 71932
arccos x — %—;cQ
arctan x I +gi2
arccotx T 172

Tabella 4.1: Derivate Fondamentali

4.5.7 Regole di Derivazione

Siano f,g: I — R derivabili in z¢, g punto interno di I, A € R; allora valgono
i seguenti teoremi algebrici o regole di derivazione.
pag.4b

Osservazione 14 (Conseguenza) I polinomi sono derivabili in R e la deri-
vata di un polinomio di grado n & un polinomio di grado n — 1.
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y=flz)£g(x) ¥ =f(z)xg(x)
y=k- f(z) Yy =k- f(x)
y=f(z)-gx) o =f(z) g(x)+ flcx) g (x)
_ @) _ J(@)g(@)—f(ex)-g' ()
Y="9@ Yy 9% (2)
y= flg(h(z))) ¥ = f'(g(h(x)))- g (h(z))-h'(x) ,
y=[f@P@ Y =[f@)) g (@) log f(z) + g(x) - L

Tabella 4.2: Regole di Derivazione

Teorema 46 (Derivabilita della funzione inversa) Sia f strettamente mo-
notona definita in I e ivi continua, derivabile in o punto interno di I tale che
f'(xo) #0, allora f ¢ invertibile e la sua inversa ¢ derivabile in f(xo). Inolire:

(f=1) (f(@0)) = ey
() = W

4.6 Integrali

4.6.1 Definizione
Definizione 81 (Integrale) [ f(z)dz = F(x)+c< F'(z) = f(x)
F(z) si dice primitiva di f(x).

Teorema 47 (di Torricelli-Barrow) fab f(z)dx = F(b) — F(a)

4.6.2 Integrale di Riemann

Definizione 82 (Partizione) Si dice partizione di [a,b] ogni insieme di punti
a=ty <ty <---<t,=">b. Datad partizione di [a,]], si ha:

n—1

[a,b] = U [t tj+1

/

Notazione 10 (Somime superiori e inferiori)

—{Zte J+1f t) - (i1 —t5)}

—{ZtE J+1f)(J+1*t)}

Definizione 83 (Funzione Riemann-integrabile) f ¢ integrabile se esiste
unico lelemento separatore tra s(f) e S(f) ovvero se sups(f) = infS(f). Tale
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elemento separatore si dice integrale di f in [a,b] e si scrive:

b
/ f(x) dz = sups(f) = infS(f)

owero [ : [a,b] — R limitata & integrabile in [a,b] se Ve > 0,36 : S(f,d) —
s(f,0) <e.

Osservazione 15 (Conseguenza) f monotona é integrabile.
f continua é integrabile.
Lo spazio R delle funzioni integrabili é vettoriale e applicazione R — R, f —

flb f()dt ¢ lineare.

Notazione 11 f; fl@)de = — [} f(z)dx
[ f(@)de =0

Definizione 84 (Funzione integrale) f : [a,b] — R R-integrabile in [a,b],
¢ € [a,b] fissato; la funzione F : [a,b] — R definita da:

Pla) = / " fyat

si dice funzione integrale di f.

4.6.3 Teoremi

n

)
Teorema 48 (della Media) [a,b] f < ;= - [

Jc € [a,b] t.c. f(c) =

Teorema 49 (fondamentale del Calcolo Integrale) f :[a,b] — R R-integrabile
in [a, b]; allora:

1. Ve € [a,b], F(z) = [ f(t)dt é lipschitziana e |F(z) — F(y)| <t GSL[I(IID, b]
[F@)] -y — =;

2. se f & continua in xg € (a,b), allora F ¢ derivabile in x9 e F'(xo) = f(x0);

8. se f e continua in a (b), allora F' & derivabile a dz (sz) in a (b) e F' (a) =
f(a)(FZ(b) = f(b));

4. Vo, 8 € |a, b :aﬁ@fff(m)dac:F(ﬁ)—F(a)
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4.6.4 Integrali Notevoli Fondamentali

mn—&-l
/;v"dx: n+1+cconn7é—l
1
—dx =log|z| + ¢
x
/sinxd:c: —cosx +c¢

/cosxdw =sinx +c¢

1
/ 5 dr =tanx +c¢
cos? x

/(1 + tan® z) dz = tanz + ¢

sin’

1
/ dr = —cotx+¢

/(1—|—Cot2z)dx:—tanx—|—c

/ezdx:ez—&—c

/awdm:az~logae+c

= arcsinzx + ¢

IF=

/ dz
—— =arctanx + ¢
1+ 22
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4.6.5 Regole di Integrazione

1a /k-f(x)dx = k~/f(x)dx

W [(h@ )+ @i = [fi@)dos [ R dee+ [ @ d
2, monotonia Vz € [a,b], f(z) < g(z) = [ f(z)dz < [ g(x) dx

2bis Vz € [a,b],g(x) > 0= [’ g(x)dz >0

3, spezzamento ff flx)de = [T f(z)dz + fcb f(z)dz

4.6.6 Altri Integrali Notevoli

2
[ Ve = dde = SV =+ G aresin? 4 c
a
[V Tiar =% gl + Vw1 5 Vv e
———dx=1o ;v—l—\/m +c
| 7=t |
paE—
———dx = arcsin — + ¢
Vaz —z? a
1
————dr=log|lx + Va2t a?|+¢
| Gtk + VaTEa
1
= dr=
22T 9
1 2
/dxlog|o:+p+\/(x+p)2+qp+c
N ; ; ;
cos ax cos fx dx = sinfa + B)x + sin(—f)x +e

Aa+p)  2Aa-p)

e’ -sinxdx = —iei(sinx —cosx) + ¢

1
e - cosxdr = —ier(sinx +cosz)+c

B

6.7 Integrali per Serie

1
I, = /sinQ"xdx = 2—[— sin?'zcosz + (2n — 1)Z, 1] con Ly =z + ¢; I =
n

cefdr=x"-e"—n-Z,_1conZlg=e"4+c;I1 =z —x+c

"
1 T 2n —1
Lot = dr =
1 / (14 z2)ntl T o (1+ 22n) + 2n
+ fracl2arctanz + ¢

Z,_1 con Zy = arctanx +

- xz
C2(1 4 22)
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4.6.8 Integrazione di Funzioni Goniometriche

/sin%"'1 xdr = /sinzkx -sinzdr = — /(1 — cos® z)" dcos x

1 1—cos2
/Sinzka:dxz 5/(#% d2x

4.6.9 Integrazione di Funzioni Razionali

- P(.T) - R(.’L‘) - A1 A2 An
I@ =5 =0 = e Tamer T T @
B By R,, a1 -x+ B 3
@) @2 T amer T @raern T
ah'x"_ﬁll Wl'x""(sl Ple'mJ'_(Slz

+ ot
(m2—|—all cx+b,)  (@2+a;-x+b) (@2 +ay, -x+byy,)

Pl /Q ) dz +/ R(z) dz dove vale Py (z) = Pa(x) - Q(x) +

ed & gR( < oPs(x F2l)
Conmderato il caso in cui QPQ( ) =2 e quindi pR(x) =0V 1, essendo Ps(x) =
ar? + bx + ¢ con a,b, ¢ costanti assegnate, dette ay,as le radici di Py(z) = 0,
definito A = b? — 4ac, considerati A e B costanti in R, si hanno i seguenti tre
casi, a seconda del segno di A:

L AP(z)>0—ZI=1]
as| + ¢

d;c+% f

dr = 2log|z—ay|+2 log |z —

r—an r—ag

2. APQ(:E):O—7.’Z:*

= L dr = LAlog|r—a|—HotB 4
c

ax2+br+c 21 br+c
gslog |ax?® + bx + c| + ht arctan(kz + j) + ¢

2
CAP(r) <0 — T = [ g de = QSIM +htf(/m+7)z+1 =

4.6.10 Tecniche di Integrazione

do = [ f(g(0)-g'(t)di
(2)¢(z) da

Integrazione per Sostltuzmne x=g(t) — ff (z)
Integrazione per Parti: [ f'(z)g(z )dm— f(x)g(x) —

4.6.11 Integrazione Numerica '

Metodo 1 (dei rettangoli) Si approssima l'area sottesa alla curva alla som-
ma di n rettangoli la cui base tende a 0 tendendo l'errore e a 0 e la cui altezza
é pari al valore della funzione all’estremo sinistro o destro della base.

b —a
[ s e = 20 () + )+ f )]

1Marcello Pedone, Integrazione Numerica e Valutazione dell’errore,
http://www.matematicamente.it
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)2
e < %M con |f'(z)| < M

Metodo 2 (dei trapezi) Si approssima l'area sottesa alla curve alla somma
di n trapezi la cui altezza tende a 0 tendendo l'errore e a 0 e le cui basi sono i
valori della funzione all’estremo destro e sinistro della base.

b —Qa

2n
(b—a)?

< : " <
€< 5 M con |f"(x)| <M

b _
Metodo 3 (di Cavalieri-Simpson) / f(z)de ~ b na f (o) + fzn) +4-

[f (1) + f(@s) + -] +2- [f(ws) + f(wa) + -]

b—a)’ :
e< (18011‘)1 M con |f*(x)| <M

4.6.12 Lunghezze di Archi di Curva, Volumi e Superfici di
Solidi di Rotazione

Teorema 50 (di Guldino) Il volume di un solido generato da una superficie
piana S che compie una rotazione completa intorno ad una retta del suo piano
che non lattraversa é dato dal prodotto dell’area di S per la lunghezza della
circonferenza descritta dal baricentro di S.

Teorema 51 (Regola di Archimede) L’area di un segmento parabolico é i
% dell’area del rettangolo in cwi é inscritto.

b
Slaterate = 2 - 77/ f(x) 1+ [f/(l)]z dx

4.7 Polinomio di Taylor

Teorema 52 n € N,6P = dQ = n : f(z) = P(x) + o((x — )", x0) =
Q(z)o((x — xp)™,29) = P=Q

Teorema 53 (Polinomio e Formula di Taylor, Polinomio di Mac Laurin)
fi(a,b) = R,z € (a,b), f derivabile n—1 wvolte in (a,b) e n volte in xo. Allora
la sequente & una approssimazione di f:
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e st dice polinomio di Taylor di grado n centrato in xq il sequente:

(k)
Pn,fﬂof:zf (|$0) '(Ifl’o)k
k=0 ’

k

Per xo = 0 si ha il polinomio di Mac Laurin.

4.7.1 Formula di Taylor con resto di Lagrange

Teorema 54 Sia [ : (a,b) — R, xq € (a,b), f derivabile n+1 volte in xo; allora
de = ¢(x) € (min{xo, z}, max{xo,z}) :

Fr D (e(@))
(n+1)!

n+1

f(@) = Pz f(2) +

(z — o)

4.7.2 Formula di Taylor con resto di integrale
f:I—-Ruzoel, felC():

1 z n
_ pz _ . (n+1)(t)-(z—t)™ dt
)= Posw) = [

4.7.3 Sviluppi di Taylor

=Ppof +o0(z",0) = Y f(k)(xo). z —20)* + o(z™,0
! !
k=0
e =1+a+ o+ + 7 +o(a",0)
log(1 + ) C Ty @, 0)
o r)=x—— 4=+ + (- — 4oz
& 2 3 n ’
) ZZJB LES " I2n+1 2
smxzx—g—ka—k---—k(—l) (2n+1)!+0($ ,0)
1‘2 .1‘4 ann )
=1—- — 4+ — 4+ ... —_1\" n+1
cosx =1 5 + 1 +--4+ (-1 ) +o(z ,0)
3 2. 5
tanx:P670tan+o(x6,0):er%Jr 1; + o(z°,0)
_ 1 2% 3 a° (2n — N p2nHL It 2
ar081na::x+§-?+§~€+---+ G 2n+1+0(m ,0)
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aceoss = 3~ — g e BT e g
arctanr =z — %3 + %5 +o 4 (=D ;;n—:ll + o(z**2,0)
sinhm:x—i—i—i—zj—i—n-—&—(;j:i)!—l—o(x%ﬁ,O)
coshz =1+ x; + Z—j +- 4 é:;' +o(z*T1)0)
tanh x = Pg o tanh +o(2°,0) = z — %3 + Qigs + o(2%,0)
arctanhx:%-logiji :x+%3+%5+~-+ ;;n—:ll + o(x*"*2,0)
(1+x)“:1+a-x+w-x2+~ + (a—(z!)bn! ~z™ 4 o(z™,0)

L =l-az+2®+ -+ (=1)"-2" +o(z",0)
1+z

4.8 Studio di Funzione

1. Dominio;
2. Intersezione con gli assi;
3. Segno;

4. Limite (asintoti):
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(a) Asintoto Verticale: lim,_.,, f(z) = oo;
(b) Asintoto Orizzontale: lim, .o f(z) = €: oden = gnum;

(¢) Asintoto Obliquo: lim, . f(z) = oo: oden = gnum — 1:

m = limy,_, oo @
n = limg, o |[f(z) — ma]

AOb.:y=mz+n

5. Derivata Prima: Crescenza®/decrescenza™; Punti di Massimo e Minimo
Relativi®;

6. Derivata Seconda: Concavita verso I'alto™ /basso™; Punti di Flesso®.

4.9 Approssimazione di Radici Reali

Metodo 1 (di Bisezione o Dicotomico) Sia f(z) una funzione continua in
[a,b] t.c. f(a)-f(b) <O0. Allora f(zx) si annulla in almeno un punto x¢ €la,b| (&
Teoremna 29 a pag.41). Considerato il nuovo punto f(a;rb), la radice si trovera
tra Ja, “F2[[< f(a) - % < 0, oppure tra |“FL,b[[< “E2 - f(b) < 0. Iteran-
do il procedimento, si ottengono intervalli di soluzione con un’approssimazione
sempre minore.

Metodo 2 (della Secante) Sia f(z) una funzione continua in [a,b] t.c. f(a)-
f(b) <0. Allora f(x) si annulla in almeno un punto xo €la,b| (& Teorema 29
a pag.41). Per determinare questo valore, si consideri la retta passante per i due
punti (a, f(a)) e (b, f(b)); questa retta intersechera asse x : y = 0 in un punto ¢
a cui corrisponderd f(c). La radice si troverd tra |a, c[[< f(a)- f(c) <0, oppure
tra ]c,b[[< f(c) - f(b) < 0. Iterando il procedimento, si ottengono intervalli di
soluzione con un’approssimazione sempre minore.

Metodo 3 (della Tangenteo di Newton) Sia f(r) una funzione continua
in [a,b] t.c. f(a)-f(b) <0. Allora f(x) si annulla in almeno un punto xo €|a, b
(® Teorema 29 a pag.41). Per determinare questo valore, si consideri la retta
tangente alla curva in (a, f(a)) o (b, f(b)) e t.c. intersechi l'asse x : y = 0 in
un punto ¢ €la,b] a cui corrispondera f(c). La radice si troverd tra |a,c[[<
fa)- f(e) <0, oppure tra |c,b[[< f(c) - f(b) < 0. Iterando il procedimento, si
ottengono intervalli di soluzione con un’approssimazione sempre minore.
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Capitolo 5

Campo complesso

5.1 Rappresentazione
Definizione 85 (C) La struttura [R%; +,| dove si definisce:
+ (@) + (T2, 92) = (21 + 22,01 +12)

Sz, Y1) - (@2, y2) = (@1 -T2 — Y1 - Y2, L1 - Y2 + T2 - Y1)

é un campo ed & detto campo dei numeri complessi, ed indicato con C.

5.1.1 Rappresentazione Algebrica

Se con (1,0) (unita reale) e (0,1) (unité immaginaria, indicata anche con ¢)
indichiamo i vettori della base canonica, allora abbiamo (z,y) = = - (1,0) +
y - (0,1), e la moltiplicazione si definisce in modo che (0,1) - (0,1) = (—1,0).
L’elemento (a, 0) si indica semplicemente con a e 'elemento (0, b) si indica con
bi o anche semplicemente b. Spesso z = {a,b) € C si indica anche come x + iy,
e x = R(2) si dice parte reale, y = 3(z) si dice parte immaginaria.
Si rappresentano su un piano detto piano di Gauss, dove 'asse delle ascisse é
I’asse reale ed & un sottocorpo commutativo di C, ’asse delle ordinate é 1’asse
immaginario (ed é uno spazio vettoriale unidimensionale con base i su campo R
(??)). Si chiama coniugio I'isomorfismo (la biiezione) che associa al complesso
z = a+1b il complesso Z = a —ib (come biiezione, il coniugio conserva la somma
e il prodotto). Se z € R, allora = = x.

E preferibile per le operazioni di somma.

Il modulo del rapporto é il rapporto tra i moduli;
il modulo del prodotto ¢ il prodotto dei i moduli;
il modulo del coniugato & il modulo stesso.

5.1.2 Rappresentazione Polare/Trigonometrica

In riferimento al piano di Gauss, possiamo identificare z = a + ¢b indicandone
I’angolo formato dalla semiretta per 'origine e per z rispetto al semiasse positivo
delle ascisse (detto argomento di z, § = arg(z)) e con la distanza dall’origine

55
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(norma, p = va% + b2 = \/(a +ib) - (a — ib)). Si ha:

arctan £ se z€lq

§=4( arctan-+7m se ze€ll/Illq
arctan§+27r se ze€lVyq

Osservazione 16 = + iy:

+0 x>0 y>0
27 >0 y<0
+7r <0 y>0
4+ <0 y<0

x
0y = arctan — +
Y

In particolare, notiamo che a = pcosf e b = psin . Possiamo quindi scrivere
z = p(cosf + isin @), notando che cos@ + isinf & un punto della circonferenza
unitaria {z € C : |z| = 1} (che costituisce un sottogruppo moltiplicativo). Se
abbiamo 21 = pi(cosf; + isinfy) e 21 = pa(cosbs + isinfy) allora z129 =
p1p2(cos(fy + 02) +isin(0; + 63)): si ha |z122] = |z1] - |22

5.1.3 Rappresentazione esponenziale
Definizione 86 Per ognit € R definiamo e I cost +isint.
Osserviamo che [e”| = 1.
Allora z = pe®?.

E preferibile per le operazioni di prodotto.

5.2 Radici n-esime

p" = lal 1 (84 2km)
nt =0 + 2krw

Sz=|la

Zn:aépnenit:(peit)n:a: a|6i0<:>{

Abbiamo n soluzioni, per K =0,1,...,n—1.

5.3 Polinomi a valori complessi

Po(z) = 20, ajzl, n = 2k + 1,k € Z; P(x) ha n soluzioni per il teorema
fondamentale dell’algebra. Sia z € C una soluzione; allora Z é una soluzione,
perché:

0=Pu(2)=>0=0=Pu(z) =D ajz8 =) @zl = ) a;7.
=0 j=0 j=0

Quindi le radici complesse sono in numero pari.



Capitolo 6

Successionl e Serie

Definizione 87 Sia X # () un insieme non vuoto; la funzione a : N — X ¢
detta successione con valori in X (spesso X = R). Eventualmente, al posto si N
si considera M C N, per esempio M = {n € N:n >ng}. Si indica con a,Vn €
N o con {an }nen (0 semplicemente {a,}) o con (an)nen (0 semplicemente (ay)).

Una successione puo essere definita in modo esplicito (in funzione di n) o
per ricorrenza (dato ap = « e an, = f(an—1); eventualmente, si definisce per
ricorrenza con [ : N x X — X dando ap = a ¢ a, = f(n,ay)).

Definizione 88 (Successione geometrica) La successione (X =R, ¢,a € R

assegnati):
ag =«
{ Ap+1 = (- ap

a, =a+q¢"Vn €N

o anche:

¢ delta successione geometrica di ragione (argomento) g.

Definizione 89 (Successione aritmetica) La successione (X =R, ¢,a € R

assegnati):
apg = &
{ On4+1 =g+ an

a, =a—+q-n¥n €N

o anche:

¢ detta successione aritmetica.

Osservazione 17 Dataa : N — R successione, si pud costruire una successione
a partire da essa definendo:

To = Qo
Tn+1 = An+1 + x,
di termine generale:

n
Ty = E ;.
=0

57
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Osservazione 18 Dataa : N — R successione, si pud costruire una successione
a partire da essa definendo:

To = Qo
LTn+1 = Ap41 " Tp

di termine generale:

6.1 Limiti di successioni reali per n — +00

Definizione 90 (Limite — 1) Dati a : N — R successione e £ € R, diciamo
che lim,,_, o a, = £ oppure che a, tende a € per n tendente a +00 se:

Ve >0,Im e N:Vn > f,la, — ¢ <e
(cioe se per ogni € positivo la successione ¢ definitivamente vicina a £).

Definizione 91 (Limite — 2) Datia : N — R successione, diciamo che lim,,_,  a,, =
400 oppure che a, tende a +0o0 per n tendente a +0o se:

VM >0,7n e N:Vn >n,a, > M
e st dice che a,, diverge a +o00 per n — +00 o che diverge positivamente.

Definizione 92 (Limite — 3) Datia : N — R successione, diciamo che lim,_, ;- a, =
—00 oppure che a, tende a —oco per n tendente a +00 se:

VM >0,3n € N:Vn > fi,a, < —M

e st dice che a,, diverge a —oo per n — +00 o che diverge negativamente.

Non tutte le successioni hanno limite:

1se n & dispari
— (1) —
an = (-1) { —1se n & pari

non ha limite per n — +o0.

Osservazione 19 (Limite funzioni—Limite successioni) Se ¢ : [0, +o0) —
R ¢ tale che limg_, 4o ¢(x) = £ € R, allora ¢|N : N — R ha limite £, e quindi
ha limite ¢ la successione a,, definita da a, = ¢(n).

Teorema 55 (di Collegamento) Sia f: I — R e z¢ punto di accumulazione
di f.

Allora limy ., f(x)00 € RU {+00, —o0} sse V{x, }nen C I, 2, # xoVn e tale
che lim 4 ooy, = T, $i ha lim oo f(2,) = L.



6.1. LIMITI DI SUCCESSIONI REALI PER N — 400 99

Teoremi sui limiti di successioni

Per i limiti di successioni valgono gli stessi teoremi che per i limiti di funzioni
reali a variabile reale.
Sia a : N — R una successione.

Teorema 56 (1. Unicita del limite) Se a ha limite, questo é unico.
Definizione 93 a: N — R ¢ detta limitata se AM > 0 tale che
lan| < M,Vn e N

cioe sse —M < a, < M,Yn € N & {a, : n € N} C [-M,M] < a, ¢ limitata
sia superiormente che inferiormente.

a si dice limitata superiormente se sup{a, : n € N} < 400, ossia se IM € R
tc ap, < M,Vn € N,

a si dice limitata inferiormente se inf{a, : n € N} > —o0, o0ssia se Im € R tc
an, > m,Vn € N,

Teorema 57 (2. Limitatezza) Se 3lim, .4 a, = ¢ € R allora la successio-
ne a ¢ limitata

Teorema 58 (3. Permanenza del segno) Se a : N — R ¢é tale che a, > 0
(risp. an <0) definitivamente (cioé In : ¥n <> n,a, > 0 (risp. a, <0)):

se 3lim,, 400 an =€ allora l >0 (risp. £ <0);

viceversa, se a : N — R ha limite ¢,

se >0 (risp. £ <0) allora a, >0 (risp. a, <0) definitivamente.

Teorema 59 (4. Confronto-1) Date a,b: N — R,
se lim, 400 @y = +00 € by, > ay, definitivamente allore lim,_, b, = +00.

Teorema 60 (5. Confronto-2) Date a,b: N — R,
se limy,— 4 oo a4 = —00 € by, < ay, definitivamente allora lim,—, 4 o by, = —00.

Teorema 61 (6. Confronto-3 (due Carabinieri)) Date a,b,c: N — R,
selim, o0 ap =lim, 100 =4 ea, < b, < c, definitivamente alloralim, _, ; b, =

L.

Teorema 62 (7. Somma, Prodotto, Rapporto) Date a,b: N — R tali che
Flimy,— joo @ = £, iy 400 by = m, £,m € RU 400, +00 = R, allora:

o sem+{ & definito', allora Ilim,,_, | o0 ap + by = £+ m;

o sem-{ ¢ definito, allora Ilim,, | an - by =0 -m;

o se 2 ¢ definito®, allora Ilim,,_ 4o 9= = £

n — L.
bn m’

o sel=0¢ea, >0 (risp. ap, <0) definitivamente allora lim,_, 4 o (%" =400
(risp. —o0).

1cioé non sono uno +oo e l'altro —oo
2cioe £ #£0
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Teorema 63 (Bolzano, Weierstrass) Ogni successione di numeri reali limi-
tata ha almeno una (infinite) sottosuccessione convergente a un limite reale.

Definizione 94 (Compatto) K C R ¢ detto compatto se ogni successione
— K ha una sottosuccessione convergente a un elemento di K.

compatto = limitato

Teorema 64 (Weierstrass) f : [a,b] — R continua ha massimo e minimo.

6.2 Monotonia

Definizione 95 ((Strettamente) Crescente) a : N — R ¢ crescente (risp.
strettamente crescente) se Gy, > Gy, (TiSp. Gp, > Gp,) S€ Ny > N1, 0VVETO Se

Ng > N1 = Apy > G, (TISP- Qny > Ap, )

Osservazione 20 ((Strettamente) Crescente) a ¢é crescente (risp. stretla-
mente crescente) se Vn € N si ha ant1 > ayn (7iSP. Api1 > ap).

Definizione 96 ((Strettamente) Decrescente) a : N — R ¢ decrescente
(risp. strettamente decrescente) se an, < Gy, (TiSp. Gp, < apn,) S€ N2 > N1,
OVVETO SE Mg > Ny = Ay < gy (TESP. Apy < Gy ).

Osservazione 21 ((Strettamente) Crescente) a & crescente (risp. stretia-
mente crescente) se ¥n € N si ha anq1 < ay, (risp. ani1 < ap).

Definizione 97 ((Strettamente) Monotona) Una successione & detta mo-
notona (risp. strttamente monotona) se é crescente o decrescente (risp. stret-
tamente crescente o strettamente decrescente).

Osservazione 22 (Limite monotone) Le successioni monotone hanno limi-
te.

Se la successione & crescente, lim,_, 4o an, = sup{a, : n € N};

se la successione ¢ decrescente, lim,_ 4 a, = inf{a, : n € N},

Corollario 1 (Lim def. mon.) Se una successione & definitivamente mono-
tona, allora ha limite.

6.3 Sottosuccessioni
Definizione 98 (Sottosuccessione) Data a : N — R e una successione stret-
tamente crescente k : N — N [a successione costruite da:

b:N = R,b(n) = apm)

viene chiamata sottosuccessione della successione di partenza a o successione
estratta dalla successione di partenza a.

Se k & 'identitd, la sottosuccessione é la successione a stessa.
Se k(n) = 2n, si parla di sottosuccessione dei termini di posto pari.
Se k(n) = 2n + 1, si parla di sottosuccessione dei termini di posto dispari.

Osservazione 23 (lim. sottosucc.) Sea ha limite £, tutte le successioni estrat-
te da a hanno limite £.



6.4. SUCCESSIONI NOTEVOLI 61

6.4 Successioni Notevoli

Successione Geometrica

Sia z € R, poniamo a,, = z™:

apg = 1
ap41 = T-0p

x> 1: a, > 1Vn, a é strettamente crescente, lim, ;o a, = +00

x =1t a, = 1Vn, a é una successione costante, lim,, 4 a, =1

_1./E < 1,1‘ 7é 0: |a;n| - |$|" - | 1|'n — O, limn—>+()o an = 0

1
=

z=0: a, =0Vn, lim, .1 a, =0

x=—1: a, = (-1)", b, = agy, = 1Vn, ¢, = agpy1 = —1Vn, = Alim, . a, =
0

z < —1: by = a2, = z?" = |w|2n ntl — |2n

:>/E hl’nn*)+oo a, =0

— F00, Cp = A2p+1 =X —|x[*" — —o0,

Serie Geometrica

Definizione 99 (Serie Geometrica) Le successioni del tipo a, = a->__, zF

sono dette serie geometriche.

n a — xhT1
b =S e L bata? b

k=0

x> 1: ap, > 0Vn, lim, 400 ap = +00

x<1: Alim,_ 400 ap

Altre

Esempio 1 Fissato v € R, la successione

T n

anz—'
n!

ha limite:

lim a, =0.
n—-+4oo
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Esempio 2 Fissato z € R,z > 0, la successione

n

anp = Vx

ha limite:
lim a, =1.
n—-+oo

Esempio 3 La successione
an = V/n
ha limite:

lim a, = 1.
n—-+oo

Esempio 4 Per ogni k € R, la successione

n .
an = nk
ha limite:
lim a, =1.
n—-+o0o
Esempio 5 La successione
vn!
a, = vVn!

ha limite:

lim a, = +o0.
n—-+o0o

1 n
an:<1—|—)
n

Esempio 6 La successione

ha limite:
lim a, =/
n—-+o0o
con 2 < £ < 3; si definisce:
e def 12

Si dimostra inoltre che e € R\ Q.

Algoritmo di Erone

Dato x > 0 e fissato a > 0, la successione:

JCRE)

lirf an = V.

n—-—+0oo

S
3
I
—N—
S
3
+ o
= [
I
Q

ha limite:
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6.5 Tecniche

1. Se si ha una successione a definita per ricorrenza, si prova a porre
limy, 4 o0 Gni1 = £, e anche lim,_, ;o f(a,) = £ con a, ‘pern— o0,
quindi controllare i valori che puo assumere ¢, facendo particolare at-
tenzione ai casi £ = 0 0 £ = +00 0 £ = —oo (alcuni casi si possono
scartare se la successione assume solo valori positivi, ...); eventual-
mente, si possono considerare le due sottosuccessioni pari e dispari, e
porre ¢, e {4 rispettivamente i lori limiti, e ragionare con questi.

2. Si prova a scrivere la formula chiusa (intuendola partendo dal basso
o dall’alto e dimostrandola per induzione) e a studiarla come fun-
zione, eventualmente usando gli sviluppi asintotici (utile soprattutto
se & a, = f(n), & pero difficile trovare la formula chiusa se si ha

ant1 = flan)).

3. Si guarda se a,, ¢ monotona (nel qual caso ha limite, reale o infinito),
studiando il segno di a, 41 —a, e trovando cosi l'intervallo a cui appar-
tiene il limite (si puo dimostrare la decrescenza usando maggiorazioni
dimostrabili per esempio per induzione);

4. sfruttando maggiorazioni € minorazioni (ma non se si devono trovare
gli intervalli di un parametro);

5. usando i criteri di confronto, della radice e del rapporto.

6.6 Massimo/Minimo Limite
Osservazione 24 Siag z: N — R; Vn € N poniamo A, = {zr : k> n} e
L, =inf Ap,; ¢, € RU{—0o0},

L, =sup A,; L, € RU{+oc0}.

Allora si ha:
En <zp < LTL\v/n’ eN

e le successioni {,, e L,, sono successioni monotone (A1 U{x,} = A4,).

Osservazione 25 Se una successione & illimitata superiormente, allora
L, =+.

Gli insiemi A; sono inscatolati uno nell’altro: An11 = A, U{z,}, quindi
Ap D Apiin, da cui by < lyy1 ALy > Lypyq,Vn:

1. se (x,) & limitata inferiormente, (£,) é monotona crescente;
2. se (xy,) & illimitata inferiormente, ¢, = —00,Vn;

3. se (zn,) e limitata superiormente, (L,) ¢ monotona decrescente;
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4. se (xy,) & dllimitata superiormente, L, = +00,Vn;

5. si costrutscono due sottosuccessioni che tendono a limiti diversi per
dimostrare che la successione non ha limite.

Essendo monotone, hanno limite.

Definizione 100 (Minimo limite) Se la successione é limitata inferior-
mente (& (1)), poniamo:

liminf x,, def lim /¢, = lim (inf xk.>

r—400 n— oo n—-+oo \ k>n

e si dice minimo limite (indicato anche con lim,, | ;).
Se la successione ¢ illimitata inferiormente (& (2)), poniamo:

.. def
liminfz, = —oo.
r——+o0

Definizione 101 (Massimo limite) Se la successione & limitata supe-
riormente (& (3)), poniamo:

lim sup x,, def lim L, = lim <sup zk)

T—+00 n—-+4oo n—-+o0o k>n

e si dice massimo limite (indicato anche con lim,_, 4 2y ).
Se la successione ¢ illimitata superiormente (& (4)), poniamo:

I de
lim inf z,, tef +00.
r—+00

Osservazione 26 (Caratterizzazione) Sia limsup, 4oz, =L € RU
{400, =00}, liminf ,, 4 ooty = £ € RU {+00, —00};

allora L ¢ il pit grande fra tutti i limiti di sottosuccessioni di (xy) aventi
limite;

allora £ ¢ il piv piccolo fra tutti 4 limiti di sottosuccessioni di (xy) aventi
limite.

QOvvero:

1. se una successione ha limite, { < L;

2. esiste almeno una sottosuccessione con L come limite.
Osservazione 27

3 lim =z, =7 < limsupz, =liminfz, =%
n—-+o0o n—-+o00 n—-+oo

Osservazione 28 Ve > 0,0< L, — ¢, <2¢,Vn >7n, da cui:

lim sup x,, — liminf z,, < 2e.

n—-4oo n—-+0o0
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6.7 Successione di Cauchy

Definizione 102 (Successione di Cauchy) z : N — R ¢ detta succes-
stone di Cauchy se

Ve >0,3n:,m>n, |z, —x <e.

Osservazione 29 (Cauchy limitata) Ogni successione di Cauchy ¢ li-
mitata.

Osservazione 30 (limite reale—Cauchy) Se Jlim, , o2, = £ € R,
allora (x,) ¢ successione di Cauchy,

e viceversa se (x,,) ¢ di Cauchy, allora ha limite reale.

Quindi: le successioni di Cauchy sono tulte e sole le successioni con limite
reale.

Proposizione 2 (Criterio di Cauchy per le successioni) Una succes-
stone con valori reali converge a un limite reale per n — 400 sse é di
Cauchy.

6.8 Serie

Definizione 103 (Serie) Data a : N — R successione, poniamo:
n
8n=Za’“ =apt+ar+--+an.
k=0

s$n : N — N ¢ detta successione delle somme parziali di (ax) o serie di
termine generale ay.

Definizione 104 (Convergente/Divergente) Se 3lim,_, s, € R la
serie é detta convergente;

se Um0 Sy € {H00, —00} la serie & detta divergente;

se Alim,_, o8, la serie ¢ detta indeterminata.

Osservazione 31 (Serie geometrica) Datia # 0, ¢ € R, la successione
geometrica a, = a - ¢° da origine alla serie geometrica di ragione ¢:

1_qn+1

n n
— k_ k_ ) ar—= ,se g#1
sn—g a-q —a-g q" = q
k=0 k=0 {a(n+1) s

se qg=1

Selgl =1, lim . ooSp = %_q, quindi la serie converge;

400 ,se a>0 - L
oo st a<0 quindi la serie diverge;
7

seq <1, AUm ,_ 4ooSn, quindi la serie é indeterminata.

seq>1,lim, 18y, =

Definizione 105 (Somma della serie) Se lim,,_, -5, = ¢ € R ponia-
mo £ =3 7~ ag; { ¢ detto somma della serie.
Se lim 4 00 Sp = 00 (risp. —00) poniamo ZZO:O ay = +oo (risp. —00).
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Osservazione 32 (Conv. serie — lim succ.) Se (s,) converge, allora
lim k——+o00lk = 0.

Infatti:
—1
Sn T Sn—-1 = ZZ:O ar — EZ:O A = Gp — n—>+ocO
l 1
l l

Ovvero: la serie converge solo se la successione & infinitesima, ma non
viceversa:

serie convergente # successione mﬁmteszma.

Osservazione 33 (Criterio di Cauchy)
(sn) converge < Ve > 037 : Vn,m > 7, |sp—sm| < e((sn) & una successione di Cauchy).

Osservazione 34 (Criterio di Cauchy per le serie)

n

(sn) converge < Ve > 03ng : VYn,m > nyg, Z ap| <e &
k=m
n+p
& Ve > 0ng : Vn > ng, Vp € N, Zak <egl.
k=n

Esempio 7 (Serie Armonica) La serie armonica:

n

1 1
sn:Zf:1+fracl2+fracl3—|—---+f
k:Ok n

tende a 400 per n — +00.
Si osservi che lim kﬂ+oo% =0.

Esempio 8 (Serie Armonica Generalizzata)
i 1 +oo se a<l
ne | <400 se a>1
n=1
(Per a =1 si ha la serie armonica.)
Esempio 9 (Serie Telescopica) Dalla successione:

ap = bk+1 — bk,Vk eN

st ricava la serie telescopica:

n

Sp = Zak = Z(bk+1 —bg) = bpg1 — bo:
k=0

k=0

S0 = apn
Sn+1 = Sn + an

Se Alim ,—, 4 ooby, = € allora Ilim 4 005, = € — bg;
se Alim 4 ooby, allora Alim,, | s,.
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Esempio 10 (Serie Esponenziale) Dato x € R poniamo:

n Ik
=30
k!
k=0

k k
zF | _ E” |z|
| = k=0 &I converge.

LR n
sp converge assolutamente cioé o, =Y, _,

Osservazione 35 (Serie a termini positivi) Sia a, > 0 definitivamen-

te; allora:
n

da cui:
Sp — Sp—1 = ayn, > 0 definitivamente

quindi la successione delle somme parziali (sn) & definitivamente crescente
quindi (sn) ha limite £ € R.

Corollario 2 (Confronto Asintotico) Siano a, >0, b, > 0;
se lim ”—'+OC%: = (€ R allora se 0, =Y _, b, converge allora converge

anche s, = Zk:O*"ak'
Criterio 3 (Criterio della radice) Sia aj, > OVk € N;

1. se imsup 400 ¥ar < 1 allora la serie s, = ZZ:O ap converge;

2. se limsup x— 400 &/ar > 1 allora la serie s, = ZZ:O ax diverge.

Owvero, data una serie Y ;_, a termini positivi (a, > 0) si ha:

[0,1) la serie converge

lim 400 ¥/ € {1} ?
(1,400) laseriediverge

Eventualmente, si puo rendere pit forte quanto detto mettendo limsup ,_, 4o VN
al posto di lim ,,_, ;o ¥/n.

Osservazione 36 o Selimsup,— o0 V/|an| €10,1) (0lim, 400 ¥/]an| €
[0,1)) allora an, — n—4000.

e Sea, >0e {lay| — £ € (1,400] allora a, — +00.

o Sel>1= va, > HTI > 1 definitivamente = a,, > HTln

a

Teorema 65 Sia {a,} > 0 e supponiamo che
allora /a, — n—+ool.

ntl — [ € RU{+o0, —o0};

a

Criterio 4 (Criterio del rapporto) Sia {ap}neny C R una successione
tale che a,, > 0Vn € N.
Supponiamo:

lim sup nHHx)M =(€0,1)

an
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; allora:
o0
Z an converge.
n=0
Se invece: a
. n+1
lim inf ;s oo —2+ = £ € (1, 40c]
n
; allora:

o0
E a, diverge positivamente.

n=0

Osservazione 37 Dire che limsup 100 a;;” < 1 significa dire che ¢ <

1,3ng € N tali che % < q < 1Vn > ng cioé a, ¢ definitivamente decre-

scente. "

Analogamente: seliminf ,,_, | GZT > 1 allora definitivamente Ir > 13n; €

N tali che a;fl > 1VYn > ny cioé a, ¢ definitivamente crescente.

6.9 Riordinamento

Definizione 106 (Riordinamento) Sia k: N — N biunivoca;
data la successione {a,} diciamo che la successione {ay(m)} & un riordina-
mento di {a,}.

Teorema 66 (di Riordinamento) Se a,, > 0 allora le serie Y~ a, e
S°°°  agn) hanno lo stesso carattere, cioé > - a, converse ssey .., a

n=0 %k(n) ’ n=0 "N n=0 %k(n)
converge, e in tal caso le somme coincidono.

6.10 Convergenza Assoluta

Definizione 107 (Convergenza Assoluta) Sia {a,} C R;
st dice che Y -, an converge assolutamente se converge la serie dei moduli

Znoozo ‘an ‘

o0
Teorema 67 Se )~ a, converge assolutamente allora converge anche
- . Y oo
ordinariamento (cioé converge Y >~ an).

Corollario 3 Se Y 72 |ax| < +oo allora |> g ar| < Y pep lakl.

6.11 Serie e Integrali
Criterio 5 (del Confronto tra Serie e Integrali) Sia g : [1,+00) —

R decrescente con valori > 0, integrabile in ogni intervallo [1,a] con a > 1;
allora 31img_— 4+ o0 fla g(x)dx € [0,+00]. Infatti & F(a) = [ g(z) dz decrescente.

Il limite ¢é detto:
+oo
/ g(z) dx.
1

Proposizione 3 1. (s,) ¢ convergente < [, g(x) dz < +00;
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2. (sn) ¢ divergente < f;roo g(x) dz = +o0.
Esempio 11 Dato o > 0, la serie s, =y ._, k%

e per a =1 diverge (® serie armonica);

e per a € (0,1) diverge per confronto con la serie armonica, perché
=>iVkeNk>1;

e per a = 2 converge per confronto con la serie telescopica;
e per o < 2 diverge perché k% < k,%Vk eN;

o per a € (1,2) converge per confronto con Uintegrale di g(v) = L :

T

‘1 1 ¢ amet! 1 1

1z —a+1 ;. —a+1l —a+l a—1
Osservazione 38 (Parti positiva e negativa) (s,) converge assoluta-
mente sse convergono sia (s;) che (s,;,).

Se (sn) converge ma non converge assolutamente, allora entrambe le (s;))
e (s,,) divergono a +oo.

Proposizione 4 Se (s,) converge assolutamente, ogni suo riordinamento
converge, e convergono allo stesso limite di (sy,).

6.12 Serie a segni alterni

Definizione 108 (Serie a segni alterni) Sia ar, > 0Vk € N una succes-
sione;

allora

Sp = z:(—l)ka;c

k=0

si dice serie a segni alterni.

Criterio 6 (di Liebniz) Se limy_, o ar =0 e (a) é decrescente
allora (s,) converge.

Corollario 4 Se limg_. 1 ax =0 ¢ (ax) & definitivamente decrescente
allora (s,) converge.

Esempio 12 (Serie armonica a segni alterni) Data la successione aj, =
1

R
n k41 n k+1
=3 (G A 3 (G Yk
" k k
k=1 k=1
si definisce serie armonica a segni alterni, e converde. Non abbiamo conver-
genza assoluta.

Per determinare di quanto converge, occorre ridurla a serie di Tatylor: log(2).
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6.13 Integrali Generalizzati o Impropri

Sia f : [a,4+00) — R integrabile su ogni [a,b] con b > a, f(x) > 0Vz > a.
La funzione F(z) = [” f(t)dt ¢ crescente: se xz > 1 allora F(z2) — F(1) =
S22 f(t)dt > 0. Quindi Flim,— 4 F(7), che indichiamo con:

/a ) a

Definizione 109 (Integrale Improprio o Generalizzato, Sommabilita)
Se il limite ¢ reale, diciamo che f ¢ integrabile in senso generalizzato o
improprio o che f ¢ sommabile sulla semiretta [a, +00):

b
© > 0Vx é somm. su [a,+00 < lim o(x)dr € R.
b—+oo J,

In modo analogo per f: (—oc0,a] — R.

Osservazione 39

a+n—+1

/abf(t) dt = ian,an - / F(t) dt.

n=0 tn

Osservazione 40 (Confronto) Siano f,g : [a,+00) — [0, +00) integra-
bili su ogni [a,b] con b >a, e 0 < f(z) < g(x)Vr > a;
allora:

e se g ¢ sommabile lo é anche f;

e se f non é sommabile non lo & neanche g.

Infatti si ha F(z) = [T f(t)dt < [T g(t) dt = G(z) = limg— oo F(z) < limg—, o0 G(z).

6.13.1 Uso del teorema di confronto con le funzioni
campione

Funzioni campione:

f(z) > 0>a >0, f integrabile su ogni [a, b], Joe > 0 tale che lim,_, 4 o f(z)-
x* =L

Si confronta con ¢(z) = % per cui:

fz)
o(z)

Se a > 1 el € R allora si usa il teorema di confronto con la funzione g(z) =
©(x)-(141) sulla semiretta [z, +00) quindi f & sommabile su [z, 00) quindi
lo ¢ anche su [a, +00) dato che ff fl@)de = [7° f(x)dx + ff f(x)dx.

Se o < 1el >0 (anche £ = 400) allora f non é sommabile dato che

limg . (oo Z; gi; = ¢ > 0 allora Jc > 0 tale che definitivamente % > c. Se

¢ = lim MéEI:z:Otchcz:vgsiha

oo ()

</l+1.
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{ € R possiamo prendere %; se { = +o0o possiamo prendere ¢ qualuque, per
esempio ¢ = 1, e confrontiamo con la funzione ¢ (z) = ¢-p(z) sulla semiretta
[0, +00) con xg grande tc f%‘r) > Vx> xg, quindi f(x) > ¢ @(x)Vr > xg
quindi f non é sommabile su [zg, +00) quindi non é sommabile su [a, +00).

6.13.2 Integrali Generalizzati

Sia f:]a,b) = R, f(x) > 0Vx € [a,b), f integrabile su ogni [a,z] con
€ (a,b);

la funzione F(z f f(t)dt & crescente, quindi Ilim,_,,- F(z) = ¢; se

< 400 si dlce che f & sommabile su (a,b) e si pone ¢ = f: fl)ydt; £ e

detto integrale generalizzato o improprio di f su [a,b).

Sia f:(a,b] = R, f(z) > OVz € (a,b], f integrabile su ogni [z,b] con
€ (a,b);

la funzione G(x f f(t) dt & decrescente, quindi Ilim,_,,+ G(x) = ¢; se

{ < +o0 si dlce che f é sommabile su (a,b) e si pone ¢ = f: ft)dt; £ e

detto integrale generalizzato o improprio di f su (a,b).

Significato geometrico: area illimitata, finita (se sommabile) o infinita (se

non sommabile).
Teorema 68 Se 0 < f(z) < g(x)Vx € (a,b) allora:

e se g ¢ sommabile lo é anche f;

e se f non é sommabile non lo é neanche g.

Definizione 110 Sia f : (a,4+00) — R, f integrabile su ogni [x1,x2] C
(a,400), f(x) > 0Vx > a;

[ ¢ detta sommabile su (a,+o0) se le restrizioni f|(a,a41) € flia+1,400)
sono sommabili su (a,a+1] e [a +1 +oo) rispettivamente; si pone allora

JEepydt = [T fyde+ [ F@)

Osservazione 41 f ¢ sommabile su (a,+00) sse per ogni To > a, f|(a,z0]
e flizo,400) SONO sommabili sse per qualche To > a, f|(a,ze] € flizo,+o0)
sono sommabili.

Definizione 111 (Funzione Gamma di Eulero) La funzione:
+oo
F(a) _ / eft-to“*l dt,Yoa>0
0

si dice funzione Gamma di Eulero.

Si ha: T'(a+1) = a - I'(alpha), I'(1) = 1.

Quindi, per induzione: T'(n) = (n —1)\,n € N.

Osservazione 42 Sia f : [a,+00) — R integrabile su ogni [a,b] con b > a;
diciamo che f é sommabile su [a,+00) se |f| & sommabile su [a,+00) cioé

se limy, SMIF(t)| dieR

Osservazione 43 [ ¢ sommabile su [a, +00) sse lo sono fT e ™.
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Osservazione 44 Se ¢1,p2 > 0 sono sommabili su [a,+00) lo & anche
© = Y1+ dato che faM o(x)dr = faM (p1(x) + p2(x)) dox = faM o1(x) dz+

faM po(z)dr — 11 + 13 € R.

Osservazione 45 Se f1 e fo sono sommabili, lo & anche f(z) = fi(x) +
f2(z) essendo |f(x)| < [fi(@)| + |fa(2)], [f1, |f2| sommabili (come fun-
zioni positive), quindi |f1| + |fa| € sommabile, quindi per confronto |f| é
sommabile.

Osservazione 46 Se f ¢ sommabile e c € R, allora anche g(x) = c¢- f8x)
é sommabile, essendo |g(z)| = |c| - |f(x)].



Capitolo 7

Combinatoria e Probabilita

7.1 Combinatoria
7.1.1 Fattoriale

Definizione 112 (Fattoriale) n!=1-2. ... - (n—1)-n = Hz

©
I
A

0 =1
n !=n(n—1)! pern>1

7.1.2 Coefficienti Binomiali

Definizione 113 (Coefficiente Binomiale) < Z ) = #)‘,k,

(k)= ()
(k)= () (%)

7.1.3 Combinazioni

e Natura.

n! n
Pn,k = (n—k)'k! = ( k )

n+k—1
ar (1)

7.1.4 Permutazioni

e Ordine.

Pn =n!

! kiska, ke — n!
D

n

= TRl !

73
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7.1.5 Disposizioni

e Natura;

e ordine.
Do =Cni-Pr = (n%'k)‘
D= n*

7.2 Probabilita

7.2.1 Definizioni
f

1. Definizione Classica (Laplace): per casi equiprobabili ¢ p = =
2. Definizione Frequentista (Legge dei Grandi Numeri o Legge

Empirica del Caso: p = lim =;
n—oo 1

3. Definizione Soggettivista;

4. Definizione Assiomatica:

(a) p() =0

7.2.2 Probabilita Condizionata

— p(ANB)
p(A\ B) = p(B)

7.2.3 Somma
e Per eventi incompatibili (tali cioé che ANB =): p(AU B) = p(4) +
p(B).

e Per eventi compatibili (tali cioé che AN B #): p(AUB) = p(A) +
p(B) —p(AU B).

7.2.4 Prodotto

e Per eventi stocasticamente indipendenti (tali cioé che p(A) = p(A\ B):
p(ANB) =p(A) - p(B).

e Per eventi stocasticamente dipendenti (tali cioé che p(A) # p(A\ B):
p(AUB) =p(A) -p(B\ A).



7.2. PROBABILITA

7.2.5 Formula di Bayes

p(H; \ E) — p(Hi) - p(E\ Hi)

> p(H;)-p(E\ H,)

7.2.6 Distribuzione Binomiale di Bernoulli

_ n k(1 _ o \n—k
pn,k—(k)p (1-p)

7.2.7 Speranza Matematica o Valor Medio

M(X) = sz‘pi

75
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Capitolo 8

Cenni di Algebra Astratta

Definiamo algebra una struttura [G;*q, %z, -, %] dove G é un insieme (detto
insieme sostegno, finito (nel qual caso della forma G = {g1,92, -, gn}) 0 infi-
nito) e le *; (con ¢ intero da 1 a k € N) sono operazioni r;-arie, ovvero funzioni
definite:

% : G — G

con la convenzione che la successione r; sia decrescente (andrebbe precisato che
i simboli delle operazioni sono elementi di un definito alfabeto di algebra). r; &
detta arietd della funzione *;, e *; & detta operazione r;-aria; in tal caso, anco-

ra, *; si scrive in funzione di r; elementi di G: *;(g1,92,-",9+,) = g € G.
Solitamente, si considerano operazioni binarie, ovvero di aritd 2 (in tal ca-
so, si utilizzano le seguenti notazioni: prefissa (x;(g1,92) = *19192), infissa

(*i(g1,92) = g1 *; g2) o suffissa (%;(g1,92) = g1g2%;)), o ternarie (di arieta 3),
oppure ancora unarie (di aritd 1: per esempio, 'identita, o inverso); a volte,
si considerano anche operazioni nullarie o zerarie definite da {#} — G, che
equivalgono a fissare un elemento (una costante) in G (per esempio, lo zero,
o l'unitd). Si definisce gruppoide un’algebra avente struttura [G;-], dove - @
un’operazione binaria (cioé: - : G* — () in notazione additiva (eventualmente
indicata da *); analogamente, si utilizza [G;+] in notazione additiva; l'opera-
zione si indica spesso anche con altri simboli. Un’algebra spesso, se cid non
porta ad ambiguita, € indicata semplicemente facendo riferimento al suo soste-
gno (specie se le operazioni vi sono definite naturalmente).

In una struttura algebrica di sostegno G, in riferimento ad una operazione *, si
definiscono le proprieta (spesso attribuite al sostegno stesso o alla struttura):

associativa Va,b,c € G, (axb)xc=ax* (b*c)
commutativa a sinistra Va,b,c € G,a* (bxc) =ax* (c*b)
commutativa a destra Va,b,c € G,(a*b)*c) = (bxa)xc
commutativa Va,b € G,axb=bxa

. de
idempotente Va € G, a? f axa=a

7
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mediale Va,b,c,d € G, (a*b)x (cxd) = (axc)* (b*d)
In riferimento a due operazioni * e +, si definiscono le proprieta:

distributiva a sinistra di * rispetto a + Va,b,c € G,a* (b+c) = (a*
b) + (axc)

distributiva a destra di * rispetto a + Va,b,c € G,(a+b) xc = (a *
¢)+ (bxc)

Un gruppoide associativo é detto semigruppo; una struttura commutativa & de-
notata con l'aggettivo abeliano.

Strutture con due operazioni sono definite analogamente bigruppoidi (con le
varie proprietd); tra le due operazioni, in particolare, esisterd un collegamento,
spesso rappresentato dalla proprieta distributiva. Chiamiamo anello un bigrup-
poide [S; +, -] dove [S; +] & un gruppo, [S; ] un semigruppo e vale la distributiva
di + rispetto a -. Chiamiamo corpo una struttura come sopra dove [S;+] é un
gruppo abeliano, [S\ {0};-] un gruppo e vale la distributiva (con 0 si intende lo
zero di S rispetto a -); se [S'\ {0};-] & un gruppo abeliano, parliamo di campo.
Introduciamo quindi una struttura del tipo [K, S; +, ], dove sia [S; +] un grup-
poide e sia definita una operazione esterna (detta moltiplicazione per scala-
re) come: - : K xS — S, (k,;s) — ks. Se [S;+] & un gruppo abeliano,
valgono le distributive (cioe VE, k' € K,Vs € S, (k+ k') -s = ks + ks' e
Vk € K,Vs,s' € S;k-(s+5) =ks+ks'),evalelaVs € S,1-s=s, allora si
parla di spazio vettoriale.

Con Z,, denotiamo l'insieme quoziente Z/ ~, dove la relazione di equivalenza
~, fissato m € Z ¢é definita tra a e b se a — b = km per un certo k € Z.

8.1 Principio di Induzione

8.1.1 Induzione Completa

Proposizione 5 (Induzione Completa) Sia P(n) un predicato in n, n € Q,
Q) insieme totalmente ordinato (%), e sia m = min(Q);

base P(m)

passo P(n) = P(n+1)

allora:
VYn € Q,P(n)

Proposizione 6 (Altre forme) Sia M un sottoinsieme di N contenente tutti
gli elementi che soddisfano alla P, dove P é un predicato definito su N. Allora,
se0e M elane M implica lan+ 1€ M, allora M = N.

8.1.2 Induzione Trascendente

Proposizione 7 (Induzione trascendente) Sia M un insieme ben ordinato
(con una relazione di ordine totale e tale che ogni suo sotloinsieme abbia mini-
mo); allora, se Vn < 1, P(n) = P(7) allora¥n € MP(n), dove P ¢ un predicato
a variabile in M.



Capitolo 9

Alfabeto Greco

DA SBEAMITHOUZE R0 NED T >

= @R

@)

[ YT

L)

0/9

mRE > X

/W
p/e
o/s

d/p

alfa/alpha
beta
gamma
delta
epsilon
zeta

eta
theta
iota
kappa
lambda
mu/mi
ni/nu

xi
omicron
pi/pi greco
rho
sigma
tau
upsilon
phi

chi

psi
omega

angoli piani
angoli piani
angoli piani
area; A = b? — dac (discriminante)

angoli

scalare di un vettore
[SI]: micro (1076)
v: frequenza

IT: produttoria; m ~ 3,141592653589793238462643383279...

>: sommatoria; o: deviazione standard
T: sezione aurea (1,618...)

—

¢: sezione aurea (1,618...); ¢(n): funzione di Eulero; ®(V): flusso

angoli solidi

Tabella 9.1: Alfabeto Greco
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Capitolo 10

Alfabeto Cirillico!

carattere stampatello corsivo traslitterazione pronuncia
Aahsa A El
BoED B b
BeBe W v
Iife G g di gatie
Anfa D d
EeEe E ie di ier gquande accentata, alinmenti  brave
EaFe E ia di iota, sempre accentata
o 7 Jdel francese jardin
3ads Z & gonora di rosa
Hutu I i
Wi i o J i brave, come in iato
KeKx K ¢ dura di casa
Nafa 1 |
I I e Il i1}
HHHH M fl
DoCo 0 o quando accentata. altrimenti a breve
Mnfin P I
FPpPp R
CcCec B s sorda di si
Tt Tm 11 t
YyYy 4] ]
Thoo F f
XxXx KH ch del tedesco achtung
Uyl C z sorda di ozio
HyYy c ¢ dolce di ciao
W L & sc di scivolo
Wy £ oy 5¢ come il precedente, ma pid lungo e palatalizzalo
brbs " "segno dure” - muto. fa da pausa allinterne di una parola
= R = Y " guiturale” un suenc intermedic tra (e v
bebs ! "segno debole” - Hb = N'= gnin cagna [lb = L = gl in aglic
23353 E g aperta di bello

ltratto da it.wikipedia.org
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